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M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

Priklad €.1

Zadani :

Vypoitéte agoritmem NIPALS 1. latentni proménnou z matice A [fadek, Sloupec]: A [1,1] =1, A[21] =2 A
[31=3A[12]=1,A[221=2,A[32]=0,A[1,3] =6,A[2,3] =4, A [3,3] = 2. Matici pied zpracovanim
standardizuijte.

Redeni :

\ 1 1 6 |
zdrojova matice A= 2 2 4
3 0 2
Nejdiive vypocteme vektor
aritmetickych pramera x' =| 2 1 4 \
avektor smérodatnych s =| 1 1 2 |
odchylek
-1 0 1
Standardizaci obdrzime matici A = 0 1 0
\ 1 -1 -1 \

Jako prvni odhad vektoru t; byl zvolen prvni sloupec standardizované matice :

t'=| -1 0 1 |
Po dosazeni do vztahu P = )t A
aznormovanim podle p = (p p) ¢ ps

ziskame poc¢atecni odhad vektoru miry prispevkia odhadu vektoru hlavni
komponenty t; Dosazenimza  ti' = (p.' p)tpr AT

ziskame odhad hlavni komponenty t;. Iteracnim opakovanim tohoto postupu
dostaneme stabilni rozklad vektort t; a ps.

Konvefg. krltéflum mé. tvar . d = ( tno\/é _tgare )T ( tno\/é _tgare )( tTno\/é _tnové )l
Vypodet se ukonii kdyz d/N< 10%
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M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

Vypocet vektoru pa:

-1
t4,=-1 0 1| 0|52 00T (05|08 |os[*|-1 0 1=|-05 0 050
1
-1 0 1
O% |-05 0 05/*|0 1 O
1 -1 -1
ol =1 05 -1
Normovani vektoru p;:
1 -1/2
(pip) ™=/ |1 -05 -1|* -05 =(2,25)*=0,6667 0 M 06667*|1 -05 -1]
-1

p =|06667 -03333 -0,6667|

Vypoéet t1:
0,6667
P p, =|06667 -03333 -0,6667* -03333 =1 OME |1 0T
~0,6667
-1 0 1
0. |06667 -03333 -06667| 0% 06667 -03333 -06667|* 0 1 -1
1 0 -1

tf =|-1,3333 03333 16667|

Vypotet se opakuje. Jednotlivé vypogitané vektory jsou uvedeny v tabulce ¢.1.

3/10



M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

Tabulka¢. 1 - Vypogitané vektory latentnich proménnych a zatezi.

Cislo Vektor zatezi (pl) Normovany vektor Vektor latentnich hodnot
opakovani z&e&zi (pIN)
1 1 -0,5 -10 00,6667 -0,3333 -0,66670 |0J-1,3333 -0,3334 1,66670
2 10,6750 -0,4500 -0,67500 |0 0,6396 -0,4264 -0,639601 |0-1,2792 -0,4264 1,70560]
3 10,6314 -0,4510 -0,63140 |J0,6312 -0,4508 -0,631200 |J-1,2623 -0,4508 1,71320J
4 10,6289 -0,4574 -0,628901 |0 0,6288 -0,4573 -0,62880 |J-1,2577 -0,4573 1,71500]
5 10,6282 -0,4591 -0,628200 |J0,6282 -0,4591 -0,628201 |1-1,2564 -0,4591 1,71540]
6 10,6280 -0,4595 -0,628000 |0 0,6280 -0,4595 -0,628000 |J-1,2561 -0,4596 1,71570]
7 10,6279 -0,4596 -0,62790 |0 0,6280 -0,4597 -0,628000 |J-1,2559 -0,4597 1,71560]
8 10,6280 -0,4597 -0,62800 |0 0,6280 -0,4597 -0,628000 |0 -1,2559 -0,4597 1,71560]
Po 8 krocich obdrZzime:
z&tézovy vektor p.' =| 0,6279675 -0,4596886 -0,6279675 |
vektor latentnich proménnych t," =| -1,255935 -0,4596886 1,7156236 |
Pronésobenim a odestenim die E;= A-tip,
ziskéme matici nevysvétiené -0,21131 -0,57734 0,211314
variability E;=| 0,28867 0,788686 -0,28867
-0,07736 -0,21135 0,077356
Zavér:

Algoritmem NIPALS byla spoctena prvni latentni proménna

Priklad €.2

Zadani :

S pouzitim vhodnych kritérii uréete nezbytny pocet latentnich proménnych, bylo-li z dat uréeno: PRESS(0) =
S(0) = 100, PRESS(1) = 20, S(1) = 10, PRESS(2) = 3,5; S(2) = 3,4; PRESS(3) = 3,45; S(3) = 3,39.

Regeni :
PRESS(0)=S(0) - sumax,* ze zdrojové matice

PRESS(P) — suma > z matice E”"®
S(P) — suma g’ z matice E

K uréeni nezbytného poctu latentnich proménnych pouZijeme Woldovo kritérium zaloZzené na pomeru hodnoty
PRESS(P) a hodnoty S(P-1).

PRESS(P)/S(P-1)

P=1: PRESS(1)/S(0) =02

P=2: PRESS(2)/S(1) =035

P=3: PRESS(3)/S(2) = 1,01 1,01>0,95

Zaver:
Woldovym kritériem byl stanoven poget latentnich proménnych na zékladé vyse uvedenych hodnot na 3. Ctvrta
latentni proménna neni téeba, protoZze hodnota kritéria vyda vétsi (1,01) nez 0,95.
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M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

Priklad €.3

Zadani :

Odhadnéte hodnotu chybgjiciho prvku A[2,2], jestliZze vypoitem z nekompletni matice byly uréeny vektory p:
0,541 0,423 0,514 0,514 t: -1,340 -0,735 2,076

Regeni :

Prvky zdrojové matice odpovidajici p-té latentni proménné |ze rekongtruovat podle vzorce

Appred =t ppT

vektorp | 0,541 0,423 0,514 0,514 \
vektort | -1,340 -0,735 2,076 \
| -0,7249 -0,5668 -0,6888 -0,6888 |
matice A" 0,3976 -0,3109 -0,3778 -0,3778
1,1231 0,8782 1,0671 1,0671
A[2,2] =-0,311
Zaver:

Prvni odhad chybgjici hodnoty &ini -0,311.

Priklad €.4

Zadani :
Vypoitem metodou PCA byly uréeny vektory pl: 0,012 0,458 -0,352 0,987 p2: 0,926 -0,238 0,872 -0,115.
Vypottéte komundity a vyberte sloupec, ktery nejlépe charakterizuje celou matici.

Reeni
Prvek matice zatéZi p;, piislusgicimu i-tému doupci zdrojové matice je mirou variability tohoto sloupce popsané

p-tou latentni proménnou. Podil variability daného sloupce popsané spolesnymi latentnimi proménnymi |ze pak
vyjadiit jako soucet prispévku jednotlivych latentnich proménnych, tedy

h? =p"(p")" =Z_(|O$)2

kde  h?jekomunalitaproi-ty sloupec
P ... potet latentnich proménnych
M ... potet sloupci zdrojové matice

N _ pip

P~ M )
> P
i=1

pi pN jsou zaté¢ze normované podle vztahu: P

Vypodet normovanych zatézi
vektorpl | 0,012 0,458 -0,352 0987 |

vektorp2 | 0,926 -0,238 0,872 -0,115 |
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M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

Vypotitame normované zét¢Ze pro jednotlivé sloupce pii dvou latentnich promennych.

N 0012 0012 00
Z pz 0,012 +0,458° + (-0,352)“ + 0,987 13080
i1
i=1
o = Mlo21 _ 2 20,458 2 _ 0458 _ ey
Z pz 0,012 +0,458° + (-0,352)“ + 0,987 13080
i1
i=1
pi=Pu o 0382 20352 o601
Z > 0,012° +0,458° +(-0,352)“ + 0,987 1,3080
i1
i=1
o= Pu 2 20,987 2 _ 0987 _ 746
Z > 0,012° +0,458° +(-0,352)“ + 0,987 13080
i1
i=1
N _ P _ 0,926 _ 0,926 -0
P2 = M - 2 2 2 2 -
3 2 0,9262 +(-0,238)% + 0,872% + (-0115)°> 1,6877
i2
=1
pg _ Mp22 -0,238 _—0,238 — 01410

3 2 09262 +(-0,238)2 + 08722 + (-0115)> 16877
i2
=1

ol = Mp32 _ : (.’2),872 : - 0872 _ 15167
3 p 0,9262 + (-0,238)% +0,872% +(-0,115)2  1,6877
= i2

pN = Mp42 -0115 _~0115_ ~0,0681

> p’ 0926 + (-0,238)% + 0,872% + (-0,115)? 11,6877
= i2
Vypocet komunalit
P
h? = Z(pl’“p)2 = pZ + p’, =0,0092% +0,54487% = 0,2970
p=1
P
hZ = Z(p;“p)2 = p5, + p5, =0,3501% +(-0,1410)* = 0,1430
p=1

P
hZ =3 (pl,)? = p% + pZ, =0,75462 + (-0,0681)% = 05741
p=1

Zaver:
Pati pravidlo, Ze ¢im je komunalita prislusného soupce vétsi, tim ma sloupec vlastnosti spolesné s ostatnimi
doupci zdrojové matice. V naSem piipadg ¢tvrty sloupec nejlépe charakterizuje zdrojovou matici.
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M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

Priklad €.5

Zadani :

Vysvétlete, pro¢ vysvétlena variabilita je pii vypoitu metodou FA vZdy niZsi, neZ pti vypoctu metodou PCA.
Reeni

Rozdil spogiva ve zpusobu rozkladu variability zdrojové matice.

V piipadé metody PCA je mode postaven na S* = H?, (S° - diagondni matice rozptylia manifestnich
proménnych, H? - diagondni matice komunalit), ktery piedpokladd, e Ize variabilitu zdrojové matice
reprodukovat presng .

U metody FA plati, Ze variabilita je rozloZena do dvou slozek §° = H? + L?, (L? - matice jedinetnosti, kterd

predstavuje ¢ast variability nevysvétlitelné spolesnymi faktory). Tim, Ze u metody FA predpokl ddéme existenci
nevysvétlené variability dospivame vZdy k niZSim hodnotam vysvétlené variability nez u metody PCA.

Priklad €.6
Zadani :

Vypoitem metodou kanonickych korelaci bylo zjisténo:

0,297X1 + 0,298X2 + 0,050X3 + 0,256X4 = 0,493Y1 —0,213Y 2 rl=0,830
0,006X1 - 0,115X2 + 0,950X3 + 0,056X4 = 0,493Y1 + 0,213Y2 rl=0,512
Vypoitéte skupinovy korelagni koeficient ainterpretujte vysedky.

Regeni :
Skupinovy kordasni koeficient R vypotteme ze vztahu
RR=1-1-rH1-rd
R*=0,770
Zaver:
Matice X je tvorena 4 doupci a matice Y dvéma. Skupinovy korelaini koeficient mé& hodnotu 0,770, coZ
znamend, Ze 77 % variability dat jsme vysvétlili kanonickymi korelatnim koeficienty.

Srastem proménnych X1, X2 a X4, které maji steiny vliv, klesd vyznam proménné Y2 a roste vyznamné
proménnaY 1. S nadbytkem proménné X3 se zvysuje proménnd Y 2.

Priklad ¢.7
Zadani :

Pti monitoringu vstupnich vod do naSi akciové spolegnosti jsou v chemické laboratori analyzovény vzorky
téchto odebranych vod. U téchto povrchovych vod se v nasi laboratoti kromg jinych stanovuji tyto parametry :
Ph, Vodivost, NL, RL, Tvrdost, -NH4, -NO3, -NO2, Cl, CHSK Cr, Ba, Fe, S, BSK5. Parametr AOX je
stanovovén externi laboratoti v Paskoveé. Na datech v tabul ce se pokuste najit vztah mezi AOX a parametry
stanovovanymi v nasi laboratoti. Kvalita povrchové vody by byla zndma jiZ pti stanoveni parametra v nasi
laboratoti.
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M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

VZ |PH |VODIV |NL RL TVRD |FNH4 |FNO3 [|-NO2 |CL CHSK CR|BA |FE SR |AOX [BSK5
10 7,470| 296,000 10,000{ 1716,000{ 23,100( 0,370( 23,400/ 0,610 799,000 21,000 0,286/ 0,534 1,883[ 0,496 7,200
11} 7,580, 67,000 50,000 380,500f 13,900 5,600| 15,100 0,140, 45,200 17,800| 0,077 0,659 0,298| 0,038 4,000
12/ 7,660 45,100{ 17,000 190,000 9,500 0,420 21,000/ 0,270 31,300 16,400| 0,075/ 0,991 0,251 0,026/ 6,300
20| 7,950| 206,000] 32,000 1473,000] 21,300| 7,600 11,100| 0,500( 418,000 21,000 0,277, 0,635[1,318[ 0,233| 4,200
26| 7,870( 238,000] 69,000 1413,000| 23,500( 9,950( 11,700| 0,520[ 521,000 21,800 0,343 1,500[1,613[ 0,458 3,500

356| 7,280 161,300 37,000, 815,500] 18,100| 3,850 17,000[ 0,060 310,000 20,000 0,166 0,529( 0,933[ 0,208| 3,200
359 6,980( 283,000 24,000] 1615,000] 21,600 0,660 22,700| 0,420[ 757,000 23,200 0,201] 0,396| 1,640[ 0,315 0,500
360 6,820 49,000 33,000, 336,500 9,900 0,950 30,300[ 0,270 34,000 28,100| 0,059 0,841 0,180[ 0,036 6,300
361 7,110 55,300 12,000, 385,000] 11,900 0,310 35,600[ 0,190 44,700 17,190| 0,067 0,498| 0,168| 0,040 2,400
362 7,330 160,800| 43,000, 995,500 22,100| 2,090 17,600[ 0,300[ 310,000 28,590/ 0,159 1,690| 0,865[ 0,241| 5,100
363 7,160[ 44,100 49,000, 323,000, 9,500 0,480 31,500( 0,280 31,000 29,580| 0,050, 0,744{ 0,196( 0,022 1,500
742 7,690( 171,100 24,000, 901,000] 19,000 5,650 10,800[ 0,510[ 344,000 22,000 0,224 0,323[ 1,096( 0,261| 3,500
745 7,340 209,000 25,000]1218,000] 17,100 0,750 15,900 0,280[ 516,000 18,000| 0,196 0,244 1,406/ 0,454] 2,500
746| 7,280 62,0000 5,000, 170,500] 13,700 0,480 19,900( 0,160 34,400 16,000| 0,078/ 0,430| 0,296/ 0,047 3,500
747 7,460 56,300 8,000 369,000] 12,000 0,400 36,100[ 0,170 41,300 16,000| 0,098/ 0,148] 0,219 0,034] 2,500
748 7,660 174,600 23,000, 950,000] 19,600 5,700 10,000[ 0,500( 310,000 12,000| 0,213 0,315/ 1,202/ 0,121| 3,500
749 7,460 33,600 4,000 318,000, 7,000 0,650 22,200[ 0,120 20,700 16,000| 0,065/ 0,236/ 0,188] 0,020 2,000
1155 7,770 164,700 14,000 862,000] 18,900 0,680, 8,700[ 0,250[ 313,000 38,650 0,207 0,682( 1,094 0,156| 6,200
1158] 6,890 99,000 33,000, 526,500 9,800 0,120 13,800[ 0,060[ 215,000 20,310| 0,260, 0,730[ 0,922 0,133| 6,600
1159 6,790| 60,700 10,000, 686,000] 13,200 0,400 21,400( 0,280 34,800 24,440 0,066, 0,639( 0,304 0,035 6,700
1160 6,780 60,000 5,000 462,500] 12,000 0,640, 32,300[ 1,630 45,200 11,950| 0,104{ 7,750 0,233| 0,020 3,100
1161 7,330| 165,000 60,000] 1530,000] 19,000] 1,170, 9,500[ 0,370[ 313,000 30,870| 0,258 1,150(1,148[ 0,132 5,700
1162 6,850 27,800 13,000, 273,000, 5,600 0,500 18,600[ 0,060 13,900 21,030| 0,048 0,309( 0,154{ 0,020 5,100
3663 7,750] 198,800| 45,000/ 1491,000| 20,700| 0,280, 8,000] 0,290 452,000 32,000 0,261 0,594 1,312 0,092 5,300
3991] 7,950 223,000( 39,000| 1369,000| 25,480/ 0,100, 7,400 0,090| 532,000 21,000 0,288 8,940(1,578[ 0,174{ 6,000
Priklad ¢.8
Zadani :

Jeden objekt je charakterizovan metrickymi znaky (2,10), druhy (3,8), tieti (4,9), ¢tvrty (10,4) a péty (11,5).
Vypoitéte matici vzddenosti v Euklidové metrice a dokumentujte vypocet shlukovani n¢kterou z pouZivanych
metod. Vydedky interpretujte graficky.

Reseni :

Postupy aglomerativni shlukové analyzy |ze neusporédanou mnozinu objektia charakterizovanych ndhodnymi
vektory postupné uspoiédat do tiid aZ ke kone¢nému stavu, kdy se vSechny objekty spoji do jediné tiidy. Vyse
uvedené vlastnosti objektia (blizkost ¢i podobnost) posuzujeme podle vzddlenosti objekta v p-rozmérném
prostoru znaki ngjjednodué%im typem Euklidové metriky, ktera je definovana vztahem de (Xi, X)) = [Z (Xkp —
Xip)” pro p=1..p]"~.

Vzdéenost uréené podle zésady nejbliZsiho souseda (ngibliZsi jsou ty tridy, které maji negmensi vzda enost mezi
dvéma nejblizSimi objekty (objekt miuZeme chépat jako tridu)) se vypoite podle vzorce Dyy = (S, S) = min. d
Xk, X))

‘ X11 X12 X13 X14 X15 ‘
X21 X22 X23 X24 X25
Matice vzdalenosti X31 X32 X33 X34 X35
Xa1 X42 X43 Xa4 X45

‘ X51 X52 X53 X54 Xs5 ‘

|0 |
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M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

| 2,236 0
Matice vzdalenosti 2,236 1,414 0
10 8,062 7,810 0

| 10,296 8,544 8,062 1,414

Hierarchical Cluster Analysis

Complete Linkage Euclidean Digance
Amalgamation Steps

Step Number of Similarity Distance Clusters New Number of obs.
clusers level level joined cluster in new cluster

1 4 89.07 2072 2 3 2 2

2 3 8896 2093 4 5 4 2

3 2 7614 4523 1 2 1 3

4 1 000 18960 1 4 1 5
Final Partition

Number of clusters: 1
Number of  Within cluster Average distance Maximum distance
observations sum of squares from centroid from centroid
Clusterl 5 377.749 8.512 10.697

Grafické znézornéni jednotlivych objekti

Dendrogram
Similarity
000 —
3333 —
66 67 —
100.00
1 2 3 4

Observations

Z grafického pohledu vyplyva, Ze objekty postupem nebliZzsiho souseda vytvaigi negjdiive dva shluky ato 2-3 a
4-5 dal§im postupem je objekt ¢.1 piipojen ke shluku 2-3 anésledné tento shluk vytvoti jeden shluk se shlukem

4-5.

Zaver:

Byly stanoveny vzdalenosti mezi jednotlivymi objekty formou matice vzdé enosti a metodou shlukové analyzy

klasifikovany objekty postupem nejbliZsiho souseda.

Priklad €.9
Monitorovani kvality podzemnich i povrchovych vod.
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Zadani :

M etody s latentnimi proménnymi a klasifikaéni metody

Monitoring je provadén na tizemi zahrnujici hutni odval (viastnik ZDBY), skladku tuhych priimyslovych odpadii
(vlastnik ZDB) améstskou skladku komunaniho odpadu (viastnik BMS), véetné piilenlych Gzemi. Veskeré

terénni, vzorkovaci alaboratorni préace jsou finanéng i casové velmi néroéné. Rozhodnéte, zda je mozné
redukovat pocet odbérovych mist a charakterizovat jednotlivé vrty menSim poctem stanovovanych ukazatel .

Data :
Bylo vzorkovano 20 vrtii ajedna voda povrchova.

VZOREK|OZN |PH |VODIVOST |-F CL CHSK CR |B BA |ICU [FE MN ZN SN
34380D1 |6,980 250,000 1,000, 386,100, 62,000 0,131] 0,065 0,009 27,300 17,600 0,018 0,650
34390D 3 | 7,050, 364,000 2,550, 772,200 49,000 3,470 0,059 0,008 6,160 1,710/ 0,009 0,394
34400D 4 | 7,020[ 249,000 1,390 386,100 53,000] 4,200] 0,240| 0,038 62,000, 1,570| 0,046| 0,071
34410D5 |8,110[ 366,000 3,600, 702,000, 30,000 4,100 0,069 0,014 0,617 0,087 0,007| 0,400
34420D 7 |6,570] 344,000 1,150, 737,100, 52,000] 0,198 0,484 0,013| 93,200 5,970| 0,010| 0,070
34430D8 | 7,760, 351,000 2,200 666,900, 68,000 2,400 0,103 0,004| 3,260[ 3,140| 0,022| 0,527
3444PV 32 | 6,870 215,000 0,480 122,900 32,000] 4,270| 0,063| 0,012 24,300] 2,500] 0,060| 0,438
3445PV 102 | 7,7000 242,000 5,750| 280,800 41,000 6,130 0,068] 0,029 2,410 1,580 0,023 0,192
3446PV 105 | 7,050, 222,000 1,130] 80,730  36,000] 0,505| 0,069 0,165| 19,500 3,460| 0,377| 0,467
3447PV 106 | 6,770,  271,000] 0,480 280,800, 170,000] 2,740| 0,112| 0,024] 74,700| 14,900| 0,045| 0,682
3448BC 2 7,600, 256,000 0,380, 631,800  21,000] 0,430 0,340] 0,001] 1,050, 0,363 0,048 0,180
3450PV 1 6,710, 366,000 0,250, 912,600, 41,000 0,428| 0,071 0,054 2,190, 4,130] 0,045| 0,061
3451PV 2 7,210 196,300 0,900, 210,600,  35,000] 3,860 0,044 0,018 0,177 0,320] 0,025| 0,049
3452PV 5 7,620 219,000 0,880, 421,200, 12,000 0,437 0,068] 0,019 0,095) 11,850 0,031] 0,155
3453PV 9 6,770 157,700 0,550, 175,500, 22,000] 1,390 0,113 0,073/ 12,100, 1,610] 0,112 0,028
3454IPV 10 [6,340[ 348,000 0,290 702,000[ 23,000] 7,340| 0,080] 0,027 0,643 2,690 0,073 0,097
3455PV 11 | 6,290 166,400 0,690, 263,200, 10,000] 0,949 0,121] 0,018/ 12,000, 1,900] 0,018] 0,078
3456PV 12 | 5,850, 375,000] 4,100{ 1123,000,  40,000] 0,039 0,607| 0,016| 96,600| 23,650| 0,074| 0,157
3457PV 40 | 5,670 137,100] 5,100 421,200,  13,000] 0,114 0,509 0,024] 53,500 4,000] 0,028 0,047
3458PV 103 | 6,680 282,000 0,510 473,800 43,000 1,375 0,084 0,017 0,984 1,250 0,036 0,084
3459|PV 104 | 6,560 161,700[ 0,940, 98,280,  40,000] 0,436| 0,131] 0,013] 34,900 3,750 0,024] 0,081

Postup p#i analyze dat :
* Ngdfive provedeme pruzkumovou analyzu dat. Tim odstranime pripadné chyby.

» Analyza korda¢ni matice a matice parcia nich korelacnich koeficienta mezi vlastnostmi.

»  Zvolime metodu. V naSem piipadé zvolime faktorovou analyzu a metodu hlavnich
komponent.
» Data standardizujeme, protoze nejsou vyjadiena ve stejnych jednotkéach.
* Vypoéteme latentni proménné
» Urc¢ime pocet signifikantnich latentnich proménnych.
* Analyzujeme matici zatéZi amatici latentnich proménnych.
* Analyzujeme fyzikd né-chemicky smysl latentnich proménnych.
e Interpretujeme vysledky vzhledem k cili analyzy.
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