TESTOVANI STATISTICKYCH HYPOTEZ
— ZAKLADNI POJMY

Statisticka hypotéza je urcita domnénka (predpoklad) o vlastnostech
ZAKLADNIHO SOUBORU.

Test statistické hypoteézy je pravidlo (kritérium), které na zakladé
udaju zjiSténych z nahodného vybéru objektivné predepisuje
rozhodnuti, ma-li byt ovérovana hypotéza zamitnuta €i nikoliv



Testovani statistickych hypotéz

Statisticka _hypotéza je predpoklad o rozd€leni pravdépo-
dobnosti jedné nebo vice nahodnych veliCin.

Test statistické hypotézy je pravidlo, ktere objektivné

piedepisuje rozhodnuti, ma-li byt ove€fovana hypotéza
zamitnuta Ci nikoliv.

P11 testovani statistick€é hypotézy se rozliSuje testovana nulova
hypotéza H, a alternativni hypotéza H,.

Postup testovani je vlastn€ zamitani alternativnich hypotéz.

Sestrojuje se urcita testovaci statistika:

1. Padne-li statistika do oboru pfijeti, nulova hypotéza se
nezamita.

2. Padne-li statistika do kritického oboru, je nulova hypotéza
zamitnuta.




Pravdépodobnost  padnuti testovaci charakteristiky do
kritického oboru se nazyva hladina vyznamnosti ¢.. Vyjadiuje
se v %, jako 100a%ni hladina vyznamnosti, napt. 5%ni nebo
1%ni. |

Kriticky obor je bud’ oboustranny nebo jednostranny.

Oboustranny kriticky obor se vymezuje tehdy, neexistuje-li
diivod, pro¢ by testovaci statistika méla mit bud’ jen kladné,
nebo jen zaporné znaménko.

Hladina vyznamnosti o je pak rozloZena na dvé stejne Casti
o velikosti o/2.



Testovani statistické hypotézy
Postup:

1. Formulace nulové H, a alternativni hypotézy H,.
2. Volba hladiny vyznamnosti «.
3. Volba testacni statistiky, napf. t.
4. Urceni kritického oboru testové charakteristiky, napt. t,_,(n-1),
5. Vycisleni testacni statistiky a jejich kvantild.
6. Rozhodnuti, zda |
a) Zamitnout hypotézu H, a ptijmout H,, jestliZe testa¢ni statistika
padne do kritického oboru,
b) Nezamitnout hypotézu H,, jestlize testa¢ni statistika nepadne do
kritického oboru.



Diskuse testovani:
1. Zamitnuti hypotézy H, neznamend, Ze testovana nulova hypotéza
neplati, ale znamena, Ze jeji platnosti nevéiime, protoZe vysledek testu
poskytl objektivni divod.

V dalsim pak budeme uvazovat, Ze H, neplati a H, plati.

2. Nezamitneme-li hypotézu H,, neznamena to jeji ptijeti.
Vysledek testu neukazal tak velkou neshodu mezi zjisténou skutecnosti
a testovanou hypotézou, kterd by dala dostateény divod k zamitnuti

hypotézy.

Formulace hypotézy: H,: ® =K vs. H,: © = K.

Testacni statistika: u, = |® - K |//D(®) a bude mit pfi platnosti nulové
hypotézy H, normalni rozdé&leni.
I estovdani: mohou nastat dva piipady:

1. Testacni statistika padne do oboru prijeti nulové H, hypotézy O,,

fj. dointervalu u, < u < U _n

a hypotéza H, se nezamita.



Plati-li H,, je pravdépodobnost padnuti u; mimo obor O, rovna
pravé hladin€ vyznamnosti o.

Velikost o uruje velikost chyby I. druhu,
tj. nespravného zamitnuti spravn€ nulové hypotézy H,.

2. Testa¢ni statistika padne do kritického oboru, Ok, tj. do intervalu
us . uu/Z IESp. us - u1—:::/2
Nulova hypotéza H, se pak zamita ve prospech alternativni H,.

Pravd€épodobnost, Ze u, padne do oboru prijeti O , 1 kdyz H, je
nespravng, predstavuje velikost chyby II. druhu, 5.
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Vztah mezi chybou I. druhu « a II. druhu 63

pro jednostrannou hypotézu: O; pfijato, Oy zamitnuto
Ty s o

Snahou je minimalizovat obé chyby:
a) Pravdépodobnost, Ze se vyvarujeme chyby I. druhu, je (1 - «).
S pravdépodobnosti (1 - &) ¢inime spravné rozhodnuti o ov&fované
hypotéze.

b) Pravdépodobnost (1 - B), Ze se vyhneme chybé II. druhu, se nazyva
sila testu S = 1 - B a vyjadifuje nadé&ji, s jakou test zjisti, Ze
testovana nulova H, neplati a plati hypotéza alternativni H,.



Zavislost velikosti sily testu S: ¢im vétst rozsah vybéru, tim vice
informaci o skute¢nosti se vyuziva, a tim s vétsi pravdépodob-nosti
zamitneme neplatnou hypotézu ve prospech alternativni.
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Graf silofunkce pro riizné rozsahy vybéru (H,: © =0, H,: © = ©,)



Znazornéni kritickych oblasti pro oboustranné testy.

T, predstavuje 100 a%ni kvantil: O, pfijato, O, zamitnuto
TEEE 0 ST §

Volba hladinx vx’znamnosti o

1. Pokud neni H, zamitnuta na hladiné vyznamnosti & = 0.05: rozdil

mezi K a @ je statisticky nevyznamny.

2. Pokud je H, zamitnuta i na hladin¢ vyznamnosti o = 0.01: rozdil
mezi K a @ je statisticky vyznamny.

3. Pokud je H, zamitnuta na hladin€ o = 0.05, ale neni zamitnuta na

hladin€ « = 0.01: test neposkytl pro dany rozsah vyb&ru méfeni
dostate¢nou informaci k rozhodnuti.



DRUHY HYPOTEZ

Pro kazdy test musime formulovat nulovou a alternativni hypotézu:

Testovana hypotéza se nazyva nulova hypotéza (H,).
Predpokladame, Ze plati, pokud nemame k dispozici dostatecny
statisticky diikaz jeji neplatnosti.




DRUHY HYPOTEZ

Hypotézy se mohou formulovat jako oboustranné nebo jako jednostranné.

Oboustranna hypoteza: vSechny ostatni moznosti
odpovidaji platnosti H,

O
pouze zde
plati H,,
Jednostranna hypoteéza: < ¢ g
Hy: n <50 H;: p>350 zde plati H, 5|O zde plati H,

(Hy:p=50 H;: n<50)



TESTOVE KRITERIUM

Testy statistickych hypotéz jsou obecné zalozeny na
testovém kritériu (ndhodna veli€ina, jejiz rozdéleni je

znamo pro pripad platnosti 1 neplatnqgsti nulové

toto je rozdéleni toto je rozdéleni testového
testového kritéria kritéria pro alternativni hypotézu
pro nulovou (je to stejna nahodna veliCina

hypotézu jako u nulové hypotézy, jen s

jinymi parametry)



TESTOVE KRITERIUM

Obor moznych hodnot testového kritéria je rozdélen na dvé Casti —
obor nezamitnuti (prijeti) a obor zamitnuti (neprijeti) testované
hypotézy.

Obor zamitnuti je ta ¢ast vSech moznych hodnot testového kritéria,
kde je vysoce nepravdépodobné, Ze by testove kritérium mohlo
nabyt tyto hodnoty (za predpokladu, Ze plati nulova hypotéza).

Hranice oboru tvorii kriticky bod (kriticka hodnota), coz je
kvantil testoveho kritéria ur€eny na zakladé hladiny vyznamnosti o.



TESTOVE KRITERIUM

Konkrétni hodnota testového kritéria je vybérova statistika
vypocitana pfimo z mérenych dat (z vybéru).

Pokud tato hodnota je

Pokud tato hodnota padne do oboru zamitnuti (neprijeti), je
testovana (nulova) hypotéza zamitnuta (neprijata). V tom piipadé
dale pracujeme s predpokladem, Ze plati alternativni hypoteza.



TESTOVE KRITERIUM
PRO OBOUSTRANNY TEST

hustota pravdépodobnosti nahodné
veliciny, ktera funguje jako testové
kritérium

o - obor nezanitnuti o
I ZAn (pijeti) obor zanitnuti




TESTOVE KRITERIUM
PRO JEDNOSTRANNY TEST

obor nezamitnuti
(pFijeti) obor zamitnuti

(nepfrijeti)

horni kriticky bod

o obor nezamitnuti
obor zamitnuti (pFijeti)

(neprijeti)

dolni kriticky bod



OBECNY POSTUP TESTU

formulace nulove hypotézy (H,) a alternativni hypotézy (H,).
volba hladiny vyznamnosti o
volba druhu testu a testového kritéria
urceni Kritického oboru (oboru neprijeti) testového kritéria na
zakladé jejiho rozdéleni pravdépodobnosti a hladiny vyznamnosti
rozhodnuti o vysledku testu, tj. zda
+ zamitnout nulovou hypotézu (jestlize vypocitana hodnota
testového kritéria padne do oboru neprijeti),
¢+ nezamitnout nulovou hypotézu (jestlize vypocitana hodnota
testového kritéria padne do oboru prijeti).

® ® @@

@

Rikame, Ze vysledek testu je vyznamny (signifikantni) na hladiné

vyznamnosti o, pokud jeho rozhodnuti vede k zamitnuti nulové hypotézy na
zakladé vypoctu s vyuzitim zvolené hodnoty a.




POSTUP TESTOVANI NA PRIKLADU

Uloha: Byla provéfovana spravnost méfeni vyskomeéru. Byla 15 x
zméfena vyska, jejiz hodnota je pfesn€ znama (n, = 20 m).

Z vysledku méteni se ziskal prumér mérenych vysek = 19,2 m se
smérodatnou odchylkou S = 1,1 m. Stanovte, zda-li vySkomeér
meti spravne.

O formulace H, a H;:
H,: Vyskomér méfi spravng.
HO: U = K, (vwbérovy soubor o parametrech a S? pochazi ze

zakladniho souboru s rozdélenim N(u,o0?, pricem? parametr u se
rovnd normované hodnote p).



POSTUP TESTOVANI NA PRIKLADU

H., : 1vskomer neméii spravné.
1

HI: H = M, (vvberovy soubor o parametrech a S? pochazi ze
zakladniho souboru s rozdélenim N(u ,o0?, pFicem? parametr u se
nerovnd normované hodnote p,).

@® stanoveni hladiny vyznamnosti o.:

Hladinu vyznamnosti stanovime na 0.05, tj. pro zamitnuti nulové
hypotézy potiebujeme pravdépodobnost nejméné 1 - o = 0.95.



POSTUP TESTOVANI NA PRIKLADU

© vybér typu testu (testového kritéria)
vzhledem Kk charakteru ulohy dané formulaci hypotéz vybereme
test stifedni hodnoty pro jeden vybér, ktery testuje nami zvolené

hypotezy.

Testove kritérium je

_ Jn-1 J5-
t=(X-p,) o t=(19,2-20) Y21 _ 5 7
S 1,1

Pro tento test jako testove krit€érium pouzivame t-rozdéleni a jeho
konkrétni vypocitana hodnota pro naSe zadani je — 2,72. Tuto
hodnotu budeme porovnavat k kritickymi mezemi.



POSTUP TESTOVANI NA PRIKLADU

@ stanoveni kritické hodnoty

Vzhledem k tomu, Ze pracujeme (podle formulace hypotéz a typu
ulohy) s oboustrannym testem, musime zvolit 2 kritické hodnoty, tj.
dolni a horni. Studentovo t-rozdéleni je symetrické kolem 0, staci
nam tedy urcit jednu hodnotu a pouzit ji s kladnym i zapornym
znamenkem.

Vyuzijeme funkce Excelu =TINV (0,05;14), kde 0,05 je hodnota a
(a funkce automaticky vrati hodnoty pro oboustranny interval, t;.

vlastné pro a. = 0,025). Hodnota 14 je pocet stupnili volnosti (n-
1)=15-1. Vysledna hodnota je 2,145. Tim jsou ureny kriticke

meze —2,145 a +2,145.




POSTUP TESTOVANI NA PRIKLADU

© rozhodnuti o vysledku testu

Kriticka hodnota —2,145 je mensi nez vypocitana hodnota
testového kritéria —2,72, znamena to, Ze —2,72 padlo do oboru
neprijeti — tedy nulovou hypotézu zamitame.

Zaver testu:

Vyskomér neméri spravné. Odchylka namérenych hodnot od
spravne hodnoty je statisticky vyznamna.



POSTUP TESTOVANI NA PRIKLADU

hodnota

testového
kriteria —2,72

obor nezamitnuti pro o= 0,01

I —
oo | o
= 0,012 = 0,005 2 ——
o | >
< I
obor nezamitnuti pro o = 0,05
| \
-2,98 | -2,145 0
< >
kriticky obor pro kriticky obor pro

o= 0,05/2=10,025

o =0,05/2 =0,025




Testy o parametrech jednoho souboru

Testy hypotéz o parametrech u a o normdlniho rozdéleni:
soubor s N(u, 0%, vybér rozsahu n a vypofteme primér X
a smérodatnou odchylku s.

flx)

Zadani testu spravnosti vysledku



Formulace hypotez: H,: u=p, vs. Hy: p # p,
X ol
n
S ‘/_ |

Testovani stiedni hodnoty p a rozptylu o*: vybér normélniho rozdéleni, kde t (n-
1) je kvantil Studentova a y*,(n-1) je kvantil y*-rozd&leni,

Iestovzi statistiki t

Nulova Alternativni Testacni Kriticky
hypotéza H, hypotéza H, charakteristika obor
1= Mo t> tg(0-1)
1=y TR t=(X-povn/s t <t,(n-1)
H# H [t] 2 tgn(0-1)
0’ > 0%, X" 2 ¥1a(0-1)
0* =0, o" < o', x*=(n - 1)s*/o?, v <% (n-1)
o’ # o’ Y un(0-1) <x* < X’ n(n-1)




p-SPOCTENA HODNOTA HLADINY VYZNAMNOSTI

p-hodnota je pravdépodobnost, Ze ziskame stejné nebo extrémnéjsi testové
kritérium nez je vypocitané, za predpokladu, Ze ve skutecnosti plati nulova
hypotéza.

p <o = H,zamitame
p > o= H,nezamitame

< -

obor zamitnuti I | obor nezamitnuti |

[ Kriticky bod |

1-p — maximalni pravdépodobnost,
se kterou miZeme zamitnout H,




p—HODNOTA (jednostranny test)

hodnota
testového
Kritéria

p-hodnota




p-HODNOTA (oboustranny test)

R

ikl




p-HODNOTA

p-hodnota zavisi na:
& rozdilu mezi skuteCnou a testovanou hypotézou (hodnotou, ...)
& velikosti vybéru

Skute¢na | Testovana
hodnota (k) [konstanta (kg)

99 100
99 100

t tirit P
0.300|2.262 | 0.771




p-HODNOTA

Je nutné rozliSovat mezi statistickou vyznamnosti
(danou p - hodnotou) a realnou (ekologickou,
ekonomickou, socialni,...) vyznamnosti !!

Prakticka (realna) Statisticka vyznamnost (podle p)
dulezitost

pozorovaného
rozdilu H0 _ H1 nevyznamna

4

apriorni (pred pokusem délana) analyza sily testu!!



p-HODNOTA (statisticka x realna vyznamnost)

velikost efektu

% velikost realné dulezitého efektu
(rozdilu Hy a Hy)

6 - ] _

4 - N %

2 - ) L

Pfipad 1 Pfipad2  Pfipad3  Pfipad4  Pfipad 5




CHYBA I. AIl. DRUHU

Chyba 1. druhu (o) — pravdépodobnost, Ze test zamitne hypotézu,
ktera ve skutecCnosti plati.

Chyba II. druhu () — pravdépodobnost, Ze test NEzamitne hypotézu,
ktera ve skuteCnosti NEplati.

Sila testu (1- B) — pravdépodobnost, Ze test spravné odmitne hypotezu,
ktera ve skuteCnosti neplati.



H, PODLE ROZDHODNUTI

TESTU

CHYBA 1. AIl. DRUHU

plati

H, VE SKUTECNOSTI

neplati

plati neplati

Cinime spravné
i rozhodnuti
S=1-beta




Probabilily density

CHYBA 1. AIl. DRUHU

critical Flk=1_k{n=1}]

Central F=distribution
Flk=1 ki{n=1):1ambda=0]

Nota: k:

L)

\

Moncentral F-distribution
Flk=1 kin-1):1ambda=c|

kriticka hodnota where cz0 .

testové kritérium pro
pripad platnosti H,

testové Kritérium
pro pripad
neplatnosti H,

chyba 11

. druhu (B)

chyba I. druhu (o) Sila testu (1-B)




CHYBA I1. DRUHU

Chybu II. druhu () nelze urcit apriorné pred testem jako chybu I.
druhu (o). Je nutno ji vypocitat a slouzi predevsSim k vypoctu sily testu

(S=1-p).

Vychazime z podminéné pravdépodobnosti
B= P(t<C|H, neplati)
kde t je hodnota testového Kkritéria

C je kriticky bod



CHYBA II. DRUHU - VYPOCET

O formulace H,a H,:

Hy:p=60 H;:p=65 n=100,c=20

® stanoveni kritického bodu C:

C=p, +z - =60+1,645-20 = 63,29

Jn 10




CHYBA II. DRUHU - VYPOCET

© Vypocet pravdépodobnosti odpovidajici hodnoté B
p=PE<C|p=p,)

:P(Z< 63,2965

= P(Z < —0,855) = 0,1963
20/10

oI Sn)




CHYBA II. DRUHU - VYPOCET

formulace H, a H, pro jednostranny test:

Hy:pn=60 H,:p>060

Hodnota (]dylt:lm IL Sl testu
ol 08739 | 01261
62 0,406 | 02595
63 05577 | 04423
4 03613 | 06387
65 0,1963 | 08037
66 00877 | 09123
6/ 00318 [ 09632
63 0,0002 [ 09908
69 00021 [ 0999

62 63

4 65

66 67/

68 &

skutecna hodnota parametru zikladniho souboru




FAKTORY OVLIVNUJICI SILU TESTU

Sila testu zavisi na nasledujicich faktorech:

¢ odchylka mezi hodnotou testovaného parametru v nulové hypotéze a
skuteCnou hodnotou parametru — velikost efektu

variabilita (smérodatné odchylce nebo rozptylu) zakladniho souboru
velikost vybérového souboru

na hladina vyznamnosti o

® & ¢ ¢

typ testu



FAKTORY OVLIVNUJICI SILU TESTU

ES-o-n
S oc
(0)
> Velikost vibéru
Pravdépodobnost p " Pravdépodobnost
chyby L. drulm o chyby IL. druhu

T * |
»  Velikost efekiu €




UCEL ANALYZY SILY TESTU

pred provedenim pokusu (apriorni analyza)

zjiStujeme zname (zadavame)

- chybu I. druhu (alfa)

potrebnou - pozadovanou silu testu (1 - beta)
velikost vybéru

- velikost efektu, kterou potrebujeme
detekovat




UCEL ANALYZY SILY TESTU

po provedeni pokusu (aposteriorni analyza)

zjisStujeme zname (zadavame)

- chybu 1. druhu (alfa)
- velikost vybéru (N)

- velikost efektu

skuteé¢nou silu
testu




Metodické problémy testovani

® je nutné vidy apriorné urcovat chybu I. druhu?
® jaky je rozdil mezi statistickou a ,,realnou* vyznamnosti testu?

® za predpokladu, Ze kontroluji chybu I. druhu, nakolik je priukazné
nezamitnuti nulové hypotézy?

@ jakou velikost vybéru potrebuji, abych prokazal efekt urcité
velikosti (tj. urcity rozdil mezi nulovou a alternativni hypotézou)?



Musime vzdy vychazet z chyby 1. druhu?

Predem (,,napevno*) se urcuje vZdy ta chyba, jejiz dusledky

VVVVVV

@® urcime chybu 1. druhu, dopocitame chybu II. druhu

@

urcime chybu II. druhu, dopocitame chybu I. druhu

& Kkompromisni - ur¢ime vzajemny pomér zavaznosti
dusledkii obou chyb a pocitame obé



TYPY TESTU

PARAMETRICKE NEPARAMETRICKE
maji vyssi silu nizsi sila testu
vyzaduji splnéni urcitych podminek vyzaduji pouze spojité rozdéleni
vhodné pri velmi malych vybérech

' |PRO JEDEN VYBER ' |PRO JEDEN VYBER
HO: P=K
| PRO DVA VYBERY | PRO DVA VYBERY
HO: P1 =P2
| PRO VICE VYBERU | PRO VICE VYBERU
HO: P1=P2 =..=Pk




Testovani hypotéz 1

Hypotéza: predpoklad o rozdéleni a jeho parametrech (H)
Testovani: rozhodnuti o H na zakladé informaci z vybéru
H,: zékladni (bazova) hypotcza

H ,: alternativni (pfijata, kdyz nelze pfiyjmout H,)

Testovaci statistika: T(x,,...x ) = 1(T)

tH,p>p, Hyp=p, T Hip#p,
A A
le > >

<

C C




. . Hy (OL = 005)
Souvislosti testii s 1S:

H

"o = 0.05

Testovani hypotéz 11

® Chyba prvniho druhu [of: H, plati, ale nebyla testem prijata
® Chyba druhého druhu [f]: H, neplati, ale byla testem prijata

\ |

%

A




Test o stredni hodnoté

Nulova hypotéza: Hy: pi= 14

Testova statistika: ¢ — X—H

S/@

 Alternativni Hypotéza Oblast zamitnuti
Ha K> tZta,n—l
H, <ty 1<,

Hat 17 bul't>t,,, nebo

[< _ta/ 2,n-1




Testy — normalni data

Test of Hyvpothesis
R ejecting aa claim

== g = 1y L=< g
H = Hno
= - Hp LA E/‘—\,/ ool 2 s 2
t= " . s = %42},5__4 =5 s
s/ o e A, A - A
Q- Critical wvalues Critical value
Stmilar for P = from t table
o= oot e
- >
L1}
Critical value
Two Populations fromm table
My - Ho=dg 1y - =y 1y -1y >dy My - s <dy
(35, - =40 —
t =1 = % tgrpor =
= = = Z =
fior 5 nse the correct % /‘J//;f/ - i 7/2/ T %
fi 1l
s?rr;lnls:_tillieg:}nr + + + . +
Critical walue
=2 =, o, 2 =2 o, =o,® o d <o
=19 large
e E nj-1» no-1
= .
2 % o :-—F - -
0 2 0 A A
Critical value
Faired data
1y - P =dy My - pp > dg My - py <dg
Hi - Ko =dq /\
= -dp 2 5 ta . T
e = Z = &
=g £ ~n “\jh f S > "a =

Critical walue



C. Testovani statistickych hypoteéz

100(1 - a)%ni interval spolehlivosti: padne-li zadana hodnota ©,
parametru © do tohoto intervalu, nezamitd se hypotéza Hy: ® = ©,.
Padne-li ®, mimo tento interval, zamita se H,,.

Postup p¥i testu shodnosti dvou zakladnich souboru:

1. Ovéreni normalniho rozdéleni obou souborii: testy a
statistické diagnostiky k ovéfeni piedpokladll o vybéru,

2. Shoda rozptyli:
2.1 Fisher-Snedecorovym F-testem,

2.2 Modifikovanym Fisher-Snedecorovym F-testem,
2.3 Jackknife test F,

3. Shoda stiednich hodnot dvou souboru
3.1 Klasicky Studenttv t-test T, pro homoskedasticitu,
3.2 Klasicky Studenttiv t-test Tgpro heteroskedasticitu,
3.3 Modifikovany Studentiv t-test Tg pro vybéry, odchylené od
normalniho rozdéleni a liSici se v Sikmostech,
3.4 Robustni Jackknife test polohy T, pro homoskedasticitu,
3.5 Robustni Jackknife test polohy T pro heteroskedasticitu,



Testy shody rozptylu

f(x)

Test shodnosti vysledku pii nestejnych rozptylech



1. Klasicky Fisher-Snedecoruv F-test:

Formulace hypotéz: H,. 0 = 0 vs. H,: 0 = oy

' Predpoklad: oba vybéry jsou nezav1sle a pochazeji z normal-
niho rozd¢leni. |

Testovaci kritérium: ma tvar

F = max

Testovani: F > F,_,(n, - 1, n, - 1), je H, o shod¢é rozptyli na

hladin€ vyznamnosti « zamitnuta.
(V opacném piipadé se poradi stupfitl volnosti zameni.)



2. Modifikovany Fisher-Snedecoruv
F-test:

SR S 2
Formulace hypotéz: Hy: o = o, vs. Hy: o, # of.

Piedpoklad: ob¢ rozdéleni maji jinou Spicatost neZ odpovida
normalnimu,

Testovaci kritérium: ma tvar

F

max




Kvantil F,__,(v,, v,): se stupni volnosti v, a v, dle

i = 1
V1=

l+%
2
- 1

V2= n2
l_l_ch
2

]

2(111 + nz)[z(xl T )_()4 + Z_z_;(yi = 3_’)4

26 =Bt e E(yl 37)2}Z

Testovani: F > F,_,(n, - 1, n, - 1), je H, o shod¢ rozptyli na
hladin€ vyznamnosti o zamitnuta.
(V opa¢ném piipad¢ se poradi stupiii volnosti zaméni.)



3. Jackknife test:

By o b et = 2 ¢ 2 2
Formulace hypotéz: H;: o, = o, vs. Hy: o} # o].

Predpoklad: ve vybéru existuji vyboCujici hodnoty nebc
rozdéleni neni Gaussovské

Testovaci kritérium ma tvar

F, =
Ill 3 1'12 _
E (zy; - Z1)2 * E(Z‘Zi - Zz)2
i=1 i=1
n, +n, - 2
= n,z, +n,z z—;zjl
kde z = , % = s : j=1,2
B, + 1, n,
a veli¢iny z,; podle vztahu
Zy = n1]n5x2 -, - 1) lns12(i)
2 1 ! o

n, - 2 j*i



Zde se vyskytuje prumér s vynechanou i-tou hodnotou
- 1
o T 2%

Pfi vypoctu z,; se ve vySe uvedenych vztazich dosazuji hodnoty {y;},j =1,

2 r b4
oy Dy; TOZPLY] S, a rozsah vybéru n,.

Testovani: F;, > F,_,(2, n; + n, - 2), je nutné zamitnout hypotézu
H, o shodnosti obou vybérovych rozptyli na hladiné
vyznamnosti.



Testy shody strednich hodnot

(""testy shodnosti')

Klasické testy vychazeji z predpokladu:

@) vybéry {x;},i=1, ..,n,a{y},j=1,..,n
jsou vzajemné nezavisle;
@ rozdéleni obou vybért je normalni,
2 2
X~ N(uxa Gx) d Yj - N(uya OY)
F(x) A - fly)

1
H H2
Test shodnosti vysledku pfi stejnych rozptylech



Studentuv t-test

a) Formulace hypotéz: Hy: p, = p, vs. Hy: py # py
b) Testovaci kritérium: ma tvar dle nasledujicich podminek

1. Je-li oi = 032, (homoskedasticita), ma tvar

_ X - ¥
\/(nl )i l)syz \

T,

n,n +n - 2)

n, +n,

Testovani: T, > t_,(n, + n, - 2), je H, o shod¢ stfednich hodnot

na hladin€ vyznamnosti ¢ zamitnuta.



2. Je-li 0)2( / 052, (heteroskedasticita), m tvar

\

. _Ix -y
T2 =
2 g2
=g X
\ n, m
kterd ma Studentovo rozd&leni s "ekvivalentnimi" stupni
volnosti v
S, A
=5
n n
5 = 4 1 2 4
S, N Sy

1112 (o, ' =1} 1122 (s =-1)

Testovani: T, > t_ ,(v), je H, o shod¢ stiednich hodnot na
hladin€ vyznamnosti « zamitnuta.



3. Oba vybéry se odchyluji od normality: ma tvar

T. = li_)_]’+C+D(i_S-’)2
; =

2 2
vy
\ n, n

3 3

g‘lx Sx ] gly Sy
2 2

kde c - 1myn n
6 2 2
T



glx Sx
1 nZ ./n
1
b ‘
3 2
%
n,

kde §,, a g§,, jsou vybé€rove Sikmosti.




K uziti kvantilti Studentova rozd€leni pro hladiny vyznamnosti «, je
tieba preformulovat testovaci kritérium T, do tvaru

T, = T,+B, - B,

glx S)? + glx sz (i B )7)2
S2 SZ 2 S2
6n’ o, | = + X| 3n] /o= + X
1l - BN
kde B, = =
2 2
= g x
B

a B, se vyéigli .';a,nf,-tlogicky,:2 pouze Sikmost &, se nahradi hodnotou g,
rozptyl o, hodnotou o) a rozsah n; hodnotou n,.

Testovani: T;>t,_,,(n, + n, - 2), je H, o shod¢ stiednich hodnot
na hladin€ vyznamnosti o zamitnuta.

Test T; je robustni vuci seSikmeni vybérovych rozdéleni

i vii¢i heteroskedasticité o » oi.



4. Test Browniv a Forsythuv: vhodny pro
testovani shody k-tice stfednich hodnot,
Formulace hypotéz: H;: n, =, = ... = vs. Hy o py =y #

K-
Vychazi: k vybérti normalniho rozdéleni.

Velikosti vybéri: n,i=1, ..., k.
Jsou urceny: priméry X, a rozptyly siz, i=1, ..k
Testovaci kritérium je formulovano




7. Robustni Jackknife test H,:
n, = W, o‘;'vkog, n, # N, n > 7, (heteroskedasticita): Ve
vybérech jsou vybocujici metent,

Testaéni kritérium na tvar

TS e i(ﬁ) & )-/(ﬁ)
2 2

s . By

\ by b



kde

B
S, (D)
b



a pocet stupnil volnosti

kde

Testovani: T; > t_ (v ), je H, o shod¢ stiednich hodnot na
hladin€ vyznamnosti ¢ zamitnuta.



Priklad 3.32 Rozdil mezi gravimetrickym a titranim stanovenim P,0;
v kostni dreni

K urceni obsahu oxidu fosforeCného v kalcinované kostni dieni byla pouzita
gravimetricka (G) a titracni (T) metoda.

Ze ziskanych 15 hodnot urcete, zda je rozdil mezi obéma metodami vyznamny.

Data: n=15

G:40.24, 40.30, 40.15, 40.20, 40.50, 40.40, 40.12, 40.12, 39.88, 40.23, 40.24, 40.12, 40.17, 40.11,
40.26.

T :39.90,40.22, 39.85, 39.93, 39.70, 40.12, 40.20, 39.62, 40.01, 39.77, 39.79, 39.98, 40.26, 39.77,
40.01.

Reseni: 1. Charakteristiky polohy a rozptyleni u G (a v zavorce od T):
x =39.94 % (40.203 %), s*= 0.039 (0.020),
g, =0.146 (-0.027), g, =-1.05 (0.90).



2. Test shodnosti rozptylii metody G a T: H,: o% = o> vs. H,: 0% * o
Uzity test Hodnota Kvantil Zaver
testovaciho kritéria pro «/2 = 0.025 testovani H,
F-test 1.932 2.989 pfijato
F-test s korekci na 1.932 2.673 pfijato
stupn¢€ volnosti
Jackknife test 0.743 4221 pfijato

3. Test shody stfednich hodnot G a T: Hy: ug = py vs. Hy: pe # po

Uzity test Hodnota Kvantil Zaver
testovaciho kritéria pro a/2 =0.025 testovani H,
t-test (05 = 03) 4.164 2.048 zamitnuto
t-test (g * 02) 4.164 2.052 zamitnuto
Modifikace na Sikmost, U, 4.036 2.052 zamitnuto
Robustni t-test (oé = o%) 4.295 2.056 zamitnuto
Robustni t-test (o7 # 02) 4.215 2.086 zamitnuto
Zaver:
1. Na hladin€ vyznamnosti o = 0.05 nelze povazovat vysledky obou metod za
shodné.

2. Predpoklad shodnosti rozptyli zde vede jen k nepatrnému zptisnéni

oboustranného testu, protoze kvantil pro o = 0.05 je pon&kud niZ3i ne

odpovidajici kvantil pro pfipad oé % 0



HLADINA VYZNAMNOST |
AS fl B sa/o




Piiklad 3.31 Test shody dvou analytickych metod stanoveni jodového cisla
Na osmi vzorcich sojového oleje bylo stanoveno jodové ¢islo metodou Hanuse
(H) a metodou Wijssovou (W).
Urcete, zda obé metody vedou ke stejnym vysledkiim.
Data: n=38,

H:139.90, 139.80, 138.90, 136.40, 139.40, 140.90, 139.20, 139.40.
W :139.40, 139.90, 140.20, 140.30, 140.60, 140.90, 140.10, 140.30.

ReSeni: 1. Miry polohy a rozptyleni pro metodu H (a W v zavorce):
X = 139.24 (140.21), s* = 1.677 (0.201),
g, =-1.25(-0.31), g,=1.22 (-0.21).

2. Vyrazny rozdil v rozptylech, ale 1 v Sikmostech, svéd¢i o pritomnosti
vyboc&ujiciho pozorovani s nizkou hodnotou u dat H.

3. Test shodnosti rozptyli Hy: of = o, vs. H,: o2 # o

w -
Uzity test Hodnota Kvantil Zaver
testovaciho kritéria pro «/2 =0.025 testovani H,
F-test 8.33 4.995 zamitnuto
F-test s korekci 8.33 39.000 piijato

na stupné€ volnosti

Jackknife test 2.83 4.857 piijato




4. Test shody stfednich hodnot Ha W: Hy: uy = py vs. Hy: g # Ly

Uzity test Hodnota Kvantil Zaver
testovaciho kritéria ~ pro /2 =0.025 testovani H,
t-test (of; = o) 2.012 2145  pfijato
t-test (0, # o5) 2.012 22281  pfijato
Modifikace na Sikmost, U, 2573 2.2281 zamitnuto
Robustni t-test (% = 0%, 3.533 2179  zamitnuto
Robustni t-test (03 # 0%) 3.394 2.228 zamitnuto
Zaver:

1. Na hladin€ vyznamnosti « = 0.05 ukazuji oboustranné klasické testy na
opacn€ zavery nez robustni.
2. Robustni testy potvrzuji, Ze rozdily mezi obéma metodami nejsou
zanedbatelné, 1 kdyz jsou rozptyly odli$né nevyznamné.
3. Ke stejnym zdvérim vedou i modifikace testil na nenulovou 3ikmost
a SpicCatost.



P¥iklad 3.29 Test shody obsahu listové kyseliny ve dvou vzorcich

Pro fotometrické stanoveni listové kyseliny je mozné vyuzit barevné reakce
s 1,2 naftochinon-4-sulfonovou kyselinou. Mé&fi se absorbance pii 485 nm.
Na dvou tabletach s deklarovanym obsahem 5 mg bylo provedeno 10
stanoveni obsahu kyseliny listové.

Zjistéte, zda jsou obsahy listové kyseliny v obou tabletach stejné.

Data: n =10, [mg]

Tableta A: 5.45,5.15,7.71, 5.55,4.75, 5.32, 5.53, 5.09, 5.70, 4.42.
Tableta B: 4.98,4.84,4.77,4.91,4.84,4.98,4.91,5.21,4.67,5.21.

Reseni: 1. Bodové charakteristiky jsou pro tabletu A (v zavorce pro B):
X = 5.467 (4.932), s*=0.775 (0.030),
g, =1.665(0.432), g,=2.51(-0.63).
V hodnotach pro tabletu A je v8ak indikovano vybocujici méieni.
2. Nulova hypotéza H,: oi - of, Vs. ai # oﬁ: Vysledek testu s korigovanymi
stupni volnosti je zde ovlivnén tim, Ze se nepfedpokladaji vybocCujici
hodnoty, ale seSikmené rozd¢€leni.

Uzity F-test Hodnota Kvantil Zaver
testovaciho kritéria pro /2 = 0.025 testovani H,

F-test 25.63 4.026 zamitnuto

F-test s korekei 25.63 647.79 pfijato

na stupn€ volnosti

Jackknife test 6.452 4.560 zamitnuto




3. Nulova hypotéza Hy: H,: n, = ng proti H,: n, # ng: Kromé klasickych t-
testd vychazi u ostatnich testl rozdil stiednich hodnot obsahu kyseliny

listové jako statisticky vyznamny.

Uzity test Hodnota Kvantil Zaveér
testovaciho kritéria pro o = 0.05 testovani H,

t-test (o5 = op ) 1.886 2.100  pfijato
t-test (o5 # of ) | 1.886 2201  ptijato
Modifikace na Sikmost, U, 2557 2.201  zamitnuto
Robustni t-test (o5 = of, ) 2.585 2.120  zamitnuto
Robustni t-test (oi # 012_3) 2.508 2201  zamitnuto
Zaver:

Ponechaji-li se v datech silné odchylen¢ hodnoty (u tablety A je to 7.71),
neposkytuji F-test a t-test spravné vysledky. ReSenim jsou robustni testy,
které v takovém piipadé¢ eliminuji vliv siln€ vychylenych hodnot.



Testy parametru dvou souboru

Porovnani dvou vybeéri
{Xi}a = 1: vy Iy, a {YJ}a.] = 19 ceey Iy,
v ptirodnich 1 technickych védach:
a) porovnani vysledkt z riznych instr. metod nebo laboratofi,
b) ovéfovani déleni heterog. vybéru do homogennich podskupin,
¢) hodnoceni rozdilu mezi rozliénymi materialy nebo pfistroji.



Parovy test:
f(D)'

Zadani parového testu
- mezi prvky obou vybéri existuje jista logicka vazba,

- prvky x; vlastnosti pfed Gpravou a prvky y; po Gpraveé materialu
téchZe vzorkia (n, = n,),

- utvofime jednorozmérny vybér, D, = x. - y,,

- stfedni hodnota p, se vyznamné nelisi od nuly, p, = p,,






Piiklad 3.30 Pdrovy test pii ovéieni nové metody stanoveni dinitrokresolu

Pii stanoveni obsahu dinitrokresolu v postiikovacim piipravku se uziva
pomérné pracné polarografické metody (P). Ukazalo se, Ze rychlejsi
a levnéjsi je titraéni stanoveni (T).

Na 8 vzorcich byl proto uréen obsah dinitrokresolu obéma metodami.

Uréete, zda je mozné nahradit polarografickou metodu metodou titracni.

Data: n = 8, [% stanovenc¢ho dinitrokresolu]:
P : 18.60, 27.60, 27.50, 25.00, 24.50, 26.80, 29.50, 26.50
T: 18.58,27.37,27.70, 24.64, 24.10, 26.33, 29.33, 26.63

Reseni:
1. Vypodteme miry polohy a rozptyleni pro ob&€ metody a pro parové diference
di = Pi i Ti'

2. Viechny tii varianty F-testu ukazuji na shodu obou rozptyli pfi zvolene
hladin€ vyznamnosti « = 0.03.



3. VSechny varianty dvou vybérovych t-testli ukazuji také na shodu obou
prameru.

4. Testujeme-li v8ak hypotézu parového t-testu Hy: d = pp - up =0 vs. Hy: d = 0,
je testovaci kritérium T, = 2.444 > t, o,5(7) = 2.364 Lili rozdil mezi parovymi

hodnotami je statisticky vyznamny.

Statistické charakteristiky polohy a rozptyleni

Vybérova Soubor P Soubor T Diference
charakteristika d=P-T,
X 2578 25.59 0.165
g° 10.78 10.79 0.191
8, -1.302 -1.201 -
g 3.985 3.709 -
Zaver:

Variabilita mezi jednotlivymi urovnémi dinitrokresolu zde prekryva variabilitu
obou metod stanoveni (shoda stfednich hodnot).

Paralelnim opakovéanim se docililo eliminace variability mezi vzorky, a tim se
také odhalilo, Ze ob& metody poskytuji vlastn€ odlisné vysledky.



- pro kazdy vybér se konstruuje krabicovy graf,
- k ovéfeni shody rozdé€leni obou vybért se uziva Q-Q graf,

- pFi shodé obou rozdéleni by m¢ly body {y, X;} 1dealn¢ leZet
na primce y = X.

- smérnice primky neni rovna jedné, pak se ob¢ rozdéleni lisi
0 jisty nasobek, umérny velikosti smérnice.

- usek na ose y nenulovy, pak velikost useku udava posun
sttednich hodnot obou vybér.

- v Q-Q grafu regresni primka Yo = k X4 +q, t. zn. stfedni
hodnota vybéru y,, ..., y,je y =k X + q a pro rozptyl plati

2 _ 12,2
=k



- nelinedrni pribéh Q-Q grafu indikuje rozdily v typu rozdéleni
obou vybéru.

K urceni kvantilu s vétsim pocCtem prvkii se politaji

1
V.o = e B S
n,

a interpolovany kvantil x; se vyCisli podle

kde k = int(v;) je celoCiselna ¢ast Cislav,az=v, - k.




Formulace hypotéz: Hy: 0> = o] vs. H,: ¢* # o

(mh - 1)s?

2
0

Testova statistika: y*> =

Cim je hodnota (1 - &/2) u oboustranného testu blizs{ jedné (napf-
vétsi nez 0.975), tim vérohodngjSi bude zamitnuti nulové
hypotézy H,.

Testy vyznamnosti souviseji s intervaly spolehlivosti:

Pokud 100(1 - a) %ni interval spolehlivosti parametru ©
obsahuje zadanou hodnotu @), nelze na hladiné vyznamnosti
a zamitnout hypotézu H,: €= 6,




Priklad 3.17 Testace stiedni hodnoty u vybéru z lognormdlniho rozdéleni
Pro vybér z lognormalniho rozdéleni proved'te testovani, zda stiedni hodnota

obsahu médi ve vzorku kaolinu odpovida ptedepsané hodnot¢ normy M = 10.
Hypotéza H: M=10aH,: M = 10.

ReSent:
K testovani vyuZijeme testa¢ni statistiku u=|M - 10| /yD(M), kterd ma pro
velké rozsahy vybéru piiblizné normované normalni rozdéleni.

Protoze je u=|9.976 - 10| / 0.02 = 1.2 mensi nez kvantil u,_, = 1.96 pro o =
0.03, nelze zamitnout hypotézu H, o tom, Ze stfedni hodnota obsahu médi je
rovna 10.

Zavér: Piiklad ukazuje tzkou souvislost vysledku testovani s 95%nim
intervalem spolehlivosti pro p.



Test shodnosti strednich hodnot

Na tloze Porovndni prace dvou laborantek ukazeme aplikaci testu shodnosti. Dvé
laborantky provadely analjzu koncentrace mukoproteint. Urcete, zda obé dospély
ke stejnym vysledkéim. Test shodnosti provedte na hlading vjznamnosti & = 0.05.
Data: Stanoveni koncentrace mukoproteinii v g/l laborantkou A a laborantkou B:

A:11.6 121 132 121 106 133 137 14.4 152 13.6 13.7 124 125

By 124 128 123 127 124 125 119 131 12.7 125 11R 116 123

ReSeni: Z ovéieni zékladnich ptedpokladf pro jednotlivé vybéry vyplyva, Ze data
v obou vyberech jsou nezavisla, homogenni bez odlehlych bodd, test normality u
obou vybérti prokazal Gaussovo rozdélen.

Box Plot

]
|
|
|

16,00

LabA LabB
Variables

Krabicovy graf porovnani dvou v§bé&ri, NCSS2000



Porovndni dvou vybéri (vystup programu ADSTAT)
(1) KLASICKE ODHADY PARAMETRU:

Parametr Vybér €.1 ~  Vybér &2 Celkové
Velikost vybéru 13 13 26
Primér 12.954 12.385 12.669
Rozptyl 0.1516 0.1764 0.8123
Sikmost -0.070 0344 -0.101

" Spicatost 2.588 2.503 4.208

(2) TEST HOMOGENITY ROZPTYLU (hypotéza HO: s1°2 = s2°2);
Fisher-Snedecor F-test:

Pocet stupni volnosti  Df1 : 12
| D12 P A2
'Tabulkovy kvantil F (1-alfa/2,Df1,Df2) 32773
F-statistika : 8.5937

- Zavér: Rozptyly se povazuji za rozdilné, HO zamituta

(3) TEST SHODY PRUMERU (hypotéza HO: ul = u2):
t-test(pro riizné rozptyly)

Pocet stupiti volnosti Df1 : 16
Tabulkovy kvantil t(1-alfa/2,Df1) : 2.1199

|t-statistika s 13776
- Zavér: Priméry se povazuji za shodné, HO prijata

Zavér: Na hladin€ vyznamnosti @ = 0.05 potvrzuje oboustranny klasicky test shodu
stfednich hodnot obou vybérti i pfi vjznamné odli$nosti obou rozptyld.
Obé laborantky dosahly stejnych vysledkii, i kdyz kazd4 s jinou variabilitou.



Priklad 3.27 Test Cistoty komercéni chemikdlie

Fosforetnan amonny analytické Cistoty "Cisty" musi obsahovat alesporn
99 % vlastni slouCeniny a pouze 1 % necistot. Analyza komercniho
fosfore¢nanu amonného byla 18krat reprodukovana.

Ovéite, zda tato chemikalie dosahuje pozadované Cistoty.

Data: n =18, obsah [%]
99.7, 97.2, 97.9, 97.8, 98.2, 97.4, 97.3, 98.0, 97.9, 98.0, 98.1, 98.4, 98.7,
97.3,97.9,96.7, 97.0, 98.1.

Resent:

Bylo rozhodnuto pocitat aritmeticky primér x; = 97.8 z dat, ze kterych byla
vyloucena nejvétsi a neymensi hodnota, coz odpovida piiblizné 10%nimu
ufezanemu prumeru.



Pro stanoveni chyby odhadu x a 95%niho intervalu spolehlivosti bylo uzito
metody Bootstrap s B = 400 simulacemi a bylo vy¢isleno:
xg=97.7, o5 = 0.1102.

Pro 95%ni interval spolehlivosti o¢ekavané hodnoty E(xy) je

97.10 < E(zy) < 98.35.

a 95%ni interval spolehlivosti o¢ekévané hodnoty E(x(10%)) je

97.53 < E(%g) < 98.12.

Zaver: JelikoZz oba 95%ni intervaly spolehlivosti E(xy) a E(i(lO%))
nepokryvaji hodnotu 99 %, nelze fosfore¢nan amonny oznadit jako "¢isty".



Parovy test

Na vzorové tloze Zkouseni obsahu niklu v dritu a svarovém kovu u pdrovych dat
ukdzeme parovy test.
Data: Pérova data obsahu niklu [%] (a) ve dratu, (b) ve svdru a (c) rozdil parového hodnoty:

2549 2555 -0.06, 25.79 25.23 0.56, 25.32 25.56 -0.24,

! 11.59 11.34 0.25, 1143 11.12 0.31, 11.01 10.76 0.25,!
|
|

1112 1115 003, 1076 1070 006, 1096 1051 045,

1088 1088 000, 2586 2528 058, 2517 2431 0.6,
2579 2475 104, 2547 2583 036, 1012 1036 -0.24,
961 992 031, 987 985 002, 994 1004 0.1,
991 993 002, 1038 1011 027, 1161 1052 1.09,
1127 1096 031, 1100 1054 046, 988 1004 -0.16,
1009 1025 -0.16, 994 981 013, 961 9.88 -0.27,!
1329 1345 016, 1313 132 007, 1283 1293 0.1,
1327 135 -023, 1285 1316 -033, 1302 1322 -02,
1295 1348 -0.53, 1283 1291 -008, 1353 1358 -0.05,
1355 1376 021, 1346 1369 -023, 1327 1363 -036,
| 1306 1331 025, 134 1333 007, 1324 1369 -045,

1352 1339 013, 1367 1345 022, 1327 1317 0.0,

Resem. Uzgeme t-test (parovy) v programu ADSTAT a v programu NCSS2000:

Parovy test (vystup programu ADSTAT)
Prdmérny rozdil parové hodnoty: 0.04355
Tabulkovy kvantil t(1-alfa/2,Df1): 2.0154
t-statistika: 9.7281

 Zaveér: Prumeéry se povazuji za rozdilné, HO zamitnuta




Parovy test (vystup programu NCSS2000)

Descriptive Statistics Section Standard  Standard 95% LCL 95% UCL
Variable Count Mean Deviation Error of Mean of Mean
‘H322A 45  13.95533 5.209211 0.7765434 1 2.39031 15.52035
H322B 45  13.91178 5.109474 0.7616755 1 2.37672 15.44683

-Difference 45 4.355E-02  0.3687457  5.4969E-02 -0.7224E-02 0.154339
T for Confidence Limits = 2.0154

Tests of Assumptions about Differences Section

| Assumption Value Probability Decision(5%)

Skewness Normality 2.9749 0.002931  Reject normality

Kurtosis Normality 1.6081 0.107817  Cannot reject normality
‘Correlation Coefficient 0.997633

T-Test For Difference Between Means Section

rAlternatwe Prob Decision Power Power

I,Hypothesm T-Value Level (5%) (Alpha=.05) (Alpha=.01)
;‘ H322A-H322B#0 0.7924 0.432402 Accept Ho 0.121168 0.035352
JH322A-H322B<0 0.7924 0.783799 Accept Ho 0.007650 0.000984
‘H322A-H322B>O 0.7924 0.216201 Accept Ho 0.193617 0.059613

. Zaver: Pérovy test zamitl hypotézu o shodé obsahu niklu v dratu a svarovém kovu.



Piiklad 3.18 Test shody priiméri dvou vybérii téhoz rozdéleni

Byla generovana data dvou dvojic vyberu, kazdy vybér o rozsahu n = 50. Prvni
dvojice vybéri pochézela z normalniho rozdeleni N(0, 1) aN(3, 1). Druha pak
z Laplaceova rozdéleni L(0, 2) a L(2, 2). Zvolte vhodnou testovaci statistiku
a testujte na hlading vyznamnosti « = 0.05, zda Ize pro dvojice vybera
povaZovat stfedni hodnoty za shodn€.

Data:
A) Vybér z rozdéleni N(O, 1):
B) Vybér z rozdéleni N(3, 1):
C) Vybér z rozdéleni L(0, 2):
D) Vybér z rozdéleni L(2, 2).

ReSeni: 7 pouziti F-testi: homoskedasticita a lze uZit testy T,, T; a T,
Tabulka 3.14 Testovaci statistiky a odpovidajici kvantily pro ¢ = 0.05

Testovaci Vybéry z N(0, 1) Vybéry z 1(0, 2)
statistika aN@3, 1) al(2,2)

T, pfi o = o] 3.796 1.693
kvantil 1.985 1.985

T, 14.39 6.392
kvantil 1.984 1.985

Ty 15.035 8.394
kvantil 1.988 1.988

Zdvér: Testy ukazuji na vyrazné rozdily stfednich hodnot na « = 0.05.



Priklad 3.19 Testy shody rozptyli dvou vybéri téhoz rozdéleni
Pro dv€ dvojice vybéri generovanych diive ovéite, zda 1ze povazovat jejich
rozptyly za shodné na hladin€ vyznamnosti « = 0.05.

ReSeni: K testovani byl uZit klasicky F-test (F) a Jackknife-test (F,). V tabulce
Jsou uvedeny testovaci statistiky spolu s odpovidajicimi kvantily pro = 0.05.

Testovaci statistiky spolu s odpovidajicimi kvantily pro e = 0.05

Testovaci Vybér z rozdé€leni Vybér z rozdéleni
charakteristika N(0, 1)aN(3, 1) L(0,2) aL(2, 2)
F 1.006 1.003
kvantil 1.762 1.762

F; 2.8°10* 221107
kvantil 3.831 | 3.831

Zaver: Oba testy spravn€ ukazuji na shodu rozptyli v obou dvojicich. Plati, ze
F-testy jsou obecné citlivéjsi na poruSeni klasickych piedpoklada o datech
nez T-testy.



Priklad 3.24 Stanoveni nikotinu v krvi plynovou chromatografii

Bylo prokézéano, Ze obsah nikotinu v krvi je mozné urcit plynovou chromato-
orafii aZ do koncentrace 1 ng ml™.

Ovéite, zda lze stanovit 1 vy$3i koncentrace uméle ptipravenych vzork:
A obsahoval 10 ng ml” a byl promé&fen 12x,
B s obsahoval 50 ng ml” a byl promé&fen 10x.

Data: Vzorek (A):n=12, p=10 ng ml’,
8.40, 9.59, 9.38, 9.10, 10.78, 11.41, 9.94, 10.08, 12.11, 9.10, 9.59, 10.36.
Vzorek (B): n =10, p =50 ng ml”,
47.5, 48.4, 48.8, 48.4, 46.8, 46.2, 48.6, 50.6, 45.5, 46.1.

Reseni:Vzhledem k malému po&tu dat pouZijeme Horntv postup:

Vzorek A: H, =3, P, =9.94, R, = 1.68 a pro .

95%ni interval spolehlivosti stiedni hodnoty plati 9.128 < p < 10.75.
ProtoZe interval obsahuje hodnotu 10, je stanoveni spravné a Ize ho uZit pro
stanoveni obsahu nikotinu 10 ng ml™.

Vzorek B: H; =3, P, =474, R, = 2.4 a pro

95%ni interval spolehlivosti stiedni hodnoty plati 45.79 < p < 49.00.
ProtoZe tento interval neobsahuje skute¢nou hodnotu 50 ng ml™, je stanoveni
nespravne a nelze ho doporucit pro tuto koncentraci nikotinu.

Zaveér: Obsah nikotinu ve vzorku (A) je plynovou chromatografii uréen
spravn€, zatimco ve vzorku (B) nespravné.



Priklad 3.25 Porovndni dvou metod stanoveni P,0O;

Koncentrace oxidu fosfore€ného v hnojivu byla stanovena dvéma metodami,
a to s vyuzitim citronanu (A) a s vyuZitim kyseliny sirové (B). Bylo
provedeno 14 stanoveni P,O, obéma metodami.

Ovéite, zda oba vyb&ry pochazeji z téhoZ rozdéleni.

Data:

Metoda A [%]): 16.3, 15.5, 16.7, 16.0, 13.7, 11.0, 12.5, 13.4, 144, 14.7, 16.9,
15:7. 132, 348,

Metoda B [%]: 16.5, 15.9, 16.6, 15.8, 13.3, 11.2, 12.4, 13.6, 14.9, 14.6, 16.8,
16.2, 13.8, 14.3.

Reseni: K ovéieni shody rozd€leni obou vybért je vhodné uzit Q-Q grafu.

Shodu rozd€leni obou vybéri potvrzuje Q-Q graf linedrnim prib&hem, nebot
pfimka ma smérnici 0.995, tsek -0.041 a korelaéni koeficient r = 0.9961.



Tim je potvrzeno, Ze oba vybéry pochézeji z téhoZ rozdéleni, se shodnymi
parametry rozptyleni, protoZe smérnice je pfiblizn& jednotkova, a i shodnymi
parametry polohy, protoZe je usek blizky nule.

17.1 .
Y

13. 4

9.8 .
o o X
= ™ &

Q-Q graf pro test shodnosti dvou rozdé&leni

Zaver: Oba vybery pochézeji ze stejného rozdéleni. Metody stanoveni oxidu
fosfore¢ného poskytuji stejné vysledky:.



Na tloze B2.25 Koncentrace kyseliny mocové v krvi ddrcii ukdZzeme postup analyzy
velké€ho vyberu s odlehlymi prvky pro ur€eni typu rozdéleni koncentrace kyseliny mo¢ové

Analyza velkého vybéru

u 50 darcti krve. Jaka je mira polohy a rozptyleni uvedeného vybéru?
Data: Koncentrace kyseliny mocové [wmol/l]:

Reseni:
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Poznatky 7 grafii:

1. Vybérové rozdéleni je asymetrické a silné se$ikmené.

2. 'V horni ¢asti pofadkovych statistik Ize indikovat 3 aZ 5 podezfelych bodd, z nich se
3 jevi jako vysloven¢ odlehlé. Nelze proto pouzit klasickych odhadfi polohy a

rozptyleni.



2. OVERENI ZAKLADNICH PREDPOKLADU O VYBERU

Oveéreni predpokladii o vybéru (vystup programu ADSTAT)
(a) TEST NORMALITY: g et

Tabulkovy kvantil Chi ™ 2(1-alfa,2) : 5.9915

- Chi ™ 2-statistika : 29199

Zavér: Predpoklad normality zamitnut

Vypoctena hladina v§znamnosti . 4.5661E-07

(b) TEST NEZAVISLOSTI:

~ Tabulkovy kvantil t(1-alfa/2,n+1) : 2.0076

~ Test autokorelace : 1.0266

| Zavér: Predpoklad nezavislosti prijat

- Vypoctend hladina vyznamnosti 0 0.1547

(c) DETEKCE ODLEHLYCH BODU: modifikované vnitfni hradby:

~ Dolni vnitfni hradba : 10962
Horni vnitfni hradba : 602.38

"~ Bod ¢islo 17 (horni) : 622.00

Parametry s vynechanymi odlehlymi hodnotami:
Prumér :  363.29
Smérodatna odchylka . 63.875
Sikmost :0.9700

_épiéatost . : 3.8090




Poznatky z vystupu:
1. Pfedpoklad o normalité rozd€leni je zamitnut, protoze hodnota testovaciho kritéria
Chi ™2 je vyssi nez tabulkovy kvantil.

2. Predpoklad nezavislosti je pfijat, protoze hodnota testovaciho kritéria je nizsf nez
tabulkovy kvantil.

3. Data nejsou homogenni, mimo modifikované vnitini hradby B, = 109.62 wmol/l,
By, = 602.38 umol/l lezi hodnota €. 17, a to 622.0 wmol/l.

4. Po odstranéni odlehlé hodnoty je aritmeticky primér x = 363.29 wmol/l a
smeérodatnd odchylka s = 63.875 wmol/l.

5. Protoze se vSak jednd o biochemickd data, nelze odlehlou hodnotu vyloudit.
Znamenalo by to zde totiz ztratu informace.



3. MOCNINNA TRANSFORMACE

Transformace dat (vystup programu ADSTAT)
(a) PROSTA MOCNINNA TRANSFORMACE: Opraveny primér: 350.91
(b) BOX-COXOVA TRANSFORMACE: Opraveny pramer: 362.17

Poznatky 7 vystupu:
1. Rozd€leni souboru vykazuje mirné seSikmeni.
2. Soubor obsahuje jeden vjrazné odlehly bod.

3. Mocninna transformace zde selhava.

4. Box-Coxova transformace pfinési zlepSeni parametrd $ikmosti a $picatosti souboru a
je robustni viici odlehlé hodnoté. Vérohodn&;jsi se proto jevi odhad, ziskany metodou
Boxovy-Coxovy transformace, a to 362.17 wmol/l.



4. ODHADY POLOHY, ROZPTYLU A TVARU

Odhady polohy, rozptyleni a tvaru (vystup programu ADSTAT)

(a) PARAMETRY TVARU:
Sikmost . 1.3299
Spicatost : 5.0034
(b) KLASICKE ODHADY PARAMETRU :
Praimér . 368.46
Smér. odchylka : 73.044

95.0% spolehlivost: Mez spodni: ~ 347.70 horni:  389.22
(c) OSTATNI ODHADY POLOHY:

Odhad modu : 293.00
Odhad polosumy : 453.50
(d) ROBUSTNI ODHADY PARAMETRU :
Median : 356.00
. Smér. odchylka medianu . 85.476

95.0% spolehlivost: Mez spodni:  331.52 horni: 380.48
Urezani 5% (pro P=0.05):

Primér : 361.38

Smér. odchylka . 68.636

95.0% spolehlivost: Mez spodni:  340.94 horni: 381.82
Urezani 10% (pro P=0.10):

Primér : 358.35

Smér. odchylka : 67344

95.0% spolehlivost: Mez spodni:  339.10 horni: 377.60
Biweight:

Primér s G881

Smér. odchylka : 63.086

. 95.0% spolehlivost: Mez spodni:  339.29 horni: 377.05
(¢) ADAPTIVNI ODHADY PARAMETRU:  Hoggovy odhady:
Primér : 356.46
Smér. odchylka ¢ 72722

95.0% spolehlivost: Mez spodni: ~ 335.79 horni: 377.13



Poznatky z vystupu:

1. Dobrym odhadem stfedni hodnoty se jevi ufezané aritmetické priméry ale predevsim
predesle retransformovany primér metodou dle Boxe a Coxe, a to 362.17 wmol/l.

2. Vypocet aritmetick€ho priméru pfi vynechani odlehlého bodu podstatné zlepsi
variabilitu souboru a potvrzuje predevSim robustnost retransformovaného priméru
~ vuci odlehlé hodnoté.



Analyza malého vybéru

Na vzorove uloze B3.01 Stredni hodnota haptoglobinu v lidském krevnim séru ukdZeme

Horniv postup analyzy malych vybérd.

Data: Koncentrace haptoglobinu [g I'1]: 1.82 3.32 1.07 1.27 0.49 3.79 0.15 1.98

" ReSeni: Horntiv postup pivotli pro malé vybéry (4 < n < 20):

1. Poradkové statistiky:
1 1 2 3

X 015 049 107 127 182 198 332 379

2. Hloubka pivotu.
m + 1

+ 1
H = iInt

3. Pivoty: Dolmf pwot xp = Xy,
' Horni pivot Xy = X, ;.m

Xp * Xy

4. Pivotova polosuma P, = 5

n = 8, sudé
int(2.75) = 2
X = 0.49
X, = 3.32

= 1.905



5. Pwotové rozpeti R, = x, - x, 332-049 = 283

0. 95%ni interval spolehlivosti stfedni hodnoty . b 1 = 0.564
PRyt p(n) = u = P +R 1) »(n)

1.905 - 2.83 X 0.564 < u < 1.905 + 2.83 X 0.564

031 < u < 350

7. Zaveér:  Bodovy odhad miry polohy je 1.91 g/l, miry rozptyleni 2.83
a intervalovy odhad miry polohy je 0.31 g/l < u < 3.50 g/l.



PocitaCova analyza malého vybéru

Analyza jednorozmémych dat na pocitaci (vystup programu ADSTAT)

(a) TEST NORMALITY:

- Tabulkovy kvantil Chi ~2(1-alfa,2): 59915
Chi ™ 2-statistika: 0.80885
Zavér: Predpoklad normality prijat
~ Vypoctena hladina v§znamnosti: 0.66736
(b) TEST NEZAVISLOSTI:
- Tabulkovy kvantil t(1-alfa/2,n+1): 2.2622
- Test autokorelace: 1.0768
Zavér: Predpoklad nezavislosti prijat
Vypoctena hladina vyznamnosti: 0.15479

(¢) DETEKCE ODLEHLYCH BODU:
| Zaver: Ve vybéru nejsou odlehlé body
(d) PROSTA MOCNINNA TRANSFORMACE, (¢) BOX-COXOVA TRANSFORMACE;

Zvolena mocnina: 0.53
Opraveny prumeér: 1.5002
() PARAMETRY TVARU:
Sikmost: 0.4574
Spicatost: 1.9926
(@) KLASICKE ODHADY PARAMETRU:
-~ Primér: 1.7363
 Smér. odchylka: 1.2830

95.0% spolehlivost: Mez spodni: 0.6636 horni: 2.8089



'(h) ROBUSTNI ODHADY PARAMETRU:
Median: 1.5450
Smér. odchylka medianu: 1.4215
95.0% spolehlivost: Mez spodni:  0.05249 horni: 3.0375
Urezani 10% (pro P=0.10):

Primér: 1.6778

Smér. odchylka: 1.4696

95.0% spolehlivost: ~ Mez spodni: 0.3489 horni:  3.0067
Biweight:

Primeér: 1.6791

Smeér. odchylka: 1.2340

95.0% spolehlivost: Mez spodni: 0.6022 horni: 2.7560
(1) ADAPTIVNI ODHADY PARAMETRU, Hoggovy odhady:
Primér: 1.7365
- Smeér. odchylka: 1.2830
~ 95.0% spolehlivost: Mez spodni: 0.6636 horni: 2.8089

Poznatky z vystupu EDA:
Z prizkumové analyzy dat EDA a ovéfeni pfedpokladi o vybéru plyne, Ze rozdéleni
vyberu pochazi z Gaussova rozd€leni, prvky vybéru jsou nezavislé a ve vybéru nejsou
odlehlé body.
Lze proto uzit také klasické odhady parametra 1.74 g/l a 0.66 g/l < u < 2.81 g/l



Test stredni hodnoty ("Test spravnosti")

_ Na tloze Test spravnosti koncentrace vapniku ukéZzeme, zda ma pravdu vyrobce kon-
trolniho materialu, kdyz uvadi koncentraci vapniku 2.20 mmol/1. Jsou vysledky
spravné?
Data: Koncentrace vapniku [mmol/l]

226 1216 [ 218 | 215 | 223 | 2.25 | | 219 1218 1 2.16 | 2.20 | | 219 | 222 | 2.19 | | 2217225 ] | 229 | 226 | 2157 218

Reseni: 7. eproertéi‘hl ana]yzy dat byla Z]ISteIla mirna asymetrle posun k niz&m
hodnotam, v horni Casti fady pofddkovych statistik 3 podezielé body. Ze zakladnich

piedpokladi vyplyva, Ze data jsou homogenni, soubor neobsahuje odlehlé hodnoty.
Data maji normalni rozloZeni a jsou nezavisla.

Analyza jednorozmérnych dat (vystup programu ADSTAT)

(a) MOCNINNA TRANSFORMACE: Opraveny prmér: 2.2035 | o
(b) BOX-COXOVA TRANSFORMACE: Opraveny pramér: 2.2035
(¢c) PARAMETRY TVARU: Sikmost:  0.4433 Spicatost: 2.120

(d) KLASICKE ODHADY PARAMETRU:
Primér: 2.2053 Smér. odchylka: 0.0414

95.0% spolehlivost: Meze spodni: 2.1853 horni: 2.2252



(e) ROBUSTNI ODHADY PARAMETRU:

Median: 2.1900 Smér. odchylka medianu: 0.0557

95.0% spolehlivost: Meze spodni: 2.1611 horni: 2.2189
(f) Urezani 5% (pro P=0.05):

Pramér: 2.2036 Smér. odchylka: 0.0430

95.0% spolehlivost: Meze spodni: 2.1827 horni: 2.2245
(g) Urezani 10% (pro P=0.10):

Primér: 2.2034 Smér. odchylka: 0.04677

95.0% spolehlivost: Meze spodni: 2.1825 horni: 2.2242
(h) Urezani 40% (pro P=0.40):

Primér: 2.1947 Smér. odchylka: 0.03974

95.0% spolehlivost: Meze spodni: 2.1705 horni: 2.2190
(1) Biweight:

Primér: 2.2034 Smeér. odchylka: 0.04071

95.0% spolehlivost: Meze spodni: 2.1829 horni: 2.2239
(j) ADAPTIVNI ODHADY PARAMETRU: Hoggovy odhady:

Primér: 2.2053 Smér. odchylka: 0.04141

95.0% spolehlivost: Meze spodni: 2.1853 horni: 2.2252

Zaver: Z intervalovych odhadi vyplyvé, Ze obsah vapniku 2.20 mmol/l leZ{ v rozmezi
zadané normy a namérené vysledky jsou spravné.



Souhrn:

Postup vyhodnoceni jednorozmérnych vybéru

A. VySetieni predpokladu o datech:

A.1 Ovéfeni nezévislosti prvkl vybéru.

A.2 Ovéfeni normality.

A.3 Ovéfeni nepritomnosti vybocujicich méfeni.

A.4 Ovéfeni dostateCnosti rozsahu vybéru méfeni n, ;.

B. Vycisleni odhadu a interv. spolehlivosti

B.1 Momentové charakteristiky zahrnuji:
- aritmeticky prumér X a jeho rozptyl D(X),
- intervaly spolehlivosti,
- odhad vybérového rozptylu s* a jeho interv. spolehlivosti,
- pramérnou absolutni odchylku d,

- varia¢ni koeficient & s jeho rozptylem D(9),
- vazeny aritm. priumér X, s jeho rozptylem D(x,,).



B.2 Tvarové charakteristiky - informace o tvaru rozdélent:
- koeficient Sikmosti g, s jeho rozptylem D(g,),
- Spicatosti g, s jeho rozptylem D(g,),
- selektorové statistiky Q, a Q,,

B.3 Kvantilové a robustni charakteristiky - méné citlivé na
vyboCujici hodnoty nez momentové:

- medi4n %, s s odhadem rozptylu s,

- interval spolehlivosti medianu,

- médus,

e hOI‘l’li i0_75 d dOlI‘li XO.ZS kVaI'til,

- interkvartilové rozpéti R,

- ufezany prumér x(0) s winsorizovanym rozptylem s (0),

- nesym. ufezany prumeér x(0,, 0,) se svym rozptylem sn2 :

- selektor. kritéria: relat. délky konci Q; nebo relativniho



seSikmeni Q,
- M-odhady s bikvadratickou funkci: stfedni hodnota p,
s rozptylem D( 1) a intervalem spolehlivosti, Ty,

- pro malé rozsahy méfeni: pivotova polosuma P, pivotoveé rozpéti
R;, nahodnd veli¢ina T; k intervalu spolehlivosti stfedni
hodnoty p.

B.4 Neparametrické odhady rozptylu - vycisleni rozptylu
odhadu libovolného parametru ® z nezndmého rozdéleni:

- Odhad polohy 6 a rozptylu &; metodou Bootstrap,
- Odhad polohy 6, a rozptylu &° metodou Jackknife,



B.S Maximalné vérohodné odhady parametru pro jina nez
normalni rozdéleni se vycCisluji podle vztahii:

a) Poissonovo rozd€leni A, D(1) a int. spolehlivosti pro A ,

b) Laplaceovo rozdéleni ®, D(®) a int. spolehlivosti pro ®,

c¢) rovnomérné rozdéleni h, a ajejich rozptyly D(h), D(a) a vztah
k urCeni intervalu spolehlivosti,

d) exponenciilni rozdéleni (jednoparametrové) se vycisli ©, D(0)
a interval spolehlivosti pro 0,

e) exponencialni rozdéleni (dvouparametrové) se vydisli 6, D(0)
a nevychylené odhady, interval spolehlivosti pro ©,

f) log.-normalni rozdéleni (dvouparam.) E(x), D(X), &, £,, 0, Xy,
%5, interval spolehlivosti %, a 8, M arozptyl V a jejich rozptyly
D(M) a D(V), int. spolehlivosti M,

) log.-normalni rozdéleni (tFiparam.) p(0) a o*(0).
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