Charakterizace rozdéleni

¢ Momenty

A

f(x)

Fo>th

My = [x“f(x)dx

A

f(x)

o]

f(x)
G >0

Cy = Of(x - M) f(x)dx

— Q0

(= Xk
Niz1

A




u=EX)=["xf(dx o =Dx)=["(x= ) f(x)ds

Specialni momenty

Stfedni hodnota: (matematické ofekavani) M, = E(X) =p

Prvni centralni moment C1 = ()

Rozptyl: C, = D(X) = 62

X e \ r 4 r r X _ C3(X)
Sikmost: Tieti normovany centralni moment  8:1(X)= 2
Spi¢atost: Ctvrty normovany centralni moment (X) C,(X)

Sikmost Spicatost 2 2 * g2

fx)1 fx) 1 6
g> g =0 g,<0
3
1,8




Stredni hodnota

Viastnosti stredni hodnoty: E(X) = M, ()
E(A*X £ B) = A*E(X) B

Nezavislé (X, Y) E(X £ Y)=E(X)+ E(Y)
E(X*Y) = E(X)*E(Y)

Korelované (X, Y),

Mira zavislosti vyjadrena kovarianci

cov(X, Y) = E(X*Y) - E(X)*E(Y)
E(X*Y) = E(X)*E(Y) + cov(X, Y)

X,=X-EX) = EX,)=0

Pro positivni X > 0 plati E(X) = | Q(u) du

E(x)= j O(u)du

.

?




Parametry polohy

® Modus: M, ... relativni maximum na_hustoté pravdépodobnosti
® Medién:_iO.S ... 50%ni kvantil

f(x)

»
X

Pro kladna x plati: X, =E(X)/(1-a) , pak maximalné Xos5 = 2*E(X)



Kvantilova metoda pro lognormalni data
® Tri parametrové lognormalni rozdéleni

1 1 : B
f(x)= exp{——— [In(l+ o*Y)]?} p it 0.31330 -0.3927

2% r*(1+0*Y)*r 20 l N +0.2146
Parametr Y =x-u/r x2(u—1)/o

Transformace z=In[(1+0*Y)"“]  vede na N(0,1)
Poradkova statistika X souvisi se standardizovanou normalni

poradkovou statistikou 2
exp(o *z;) —1

X (i :,u+r>{
gi(o-):|:

O

exp(c * D (P)-1
o
Pro znamé o je mozné odhadnout

parametry 4,7 jako smérnici a usek

regresni primky x,, = y+7* g, (o)



Centralni tendence

7 8 9 10 12 14

T

Q O O

4‘i‘6789101214
Median =5
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Neni modus




Rozptyl

~/

Xos “MSO

Viastnosti rozptylu: D(X) = C, = o2
D(X) = E(X - E(X))? = E(X2 - 2 * X * E(X) + E(X)?) =

Konstanty A, B D(A*X £ B) = A 2*D(X)

Nezavislé (X, Y) D(X = Y)=DX) + D(Y)

Pro centrované XaY  D(X*Y) = D(X) * D(Y) + E(X)? * D(Y) + E(Y)? * D(X)

Linearné korelované (X, Y) D(X +Y) = D(X)+D(Y) + 2*cov (X, Y)
DX * y) = D(X)*D(Y) + E(X)? * D(Y) + E(Y)? * D(X) + 2 * E(X)*E(Y)*cov(X, Y)

Pro libovolné A plati E[(X- A)?] = D(X)

1
Rozptyl je nezipory, o7 0 D(x) = [[Q(u) — u]’ du
0



Standardizace

U=X,/V[DX)] = [X- EX)] / V[DX)]

Plati, zZe:
1.E(U)=0aD(U)=1

2. f(x) = (1/5) * f(u)
3. F(x) = F(u)

4. Q(Z) =p+ o * QyZ), pro 0 < Z<1



Parametry variability

¢ Smérodatna odchylka = o =V[DX)]

¢ Primérnd absolutni odchylka=d = E[abs(X - E(X))]

® Obecné plati d< \/D(X).

Pro normalni rozdéleni: d?/o2=2/T7

® Interkvartilova odchylka

® Obecné plati q <[ 2067].

Pro normalni rozdéleni q = 0.675 ¢ q — 05 * (fXJO.']S — rXJO.zS)



Priklady variability

Rozpéti =12 -7 =35 Rozpéti=12-7 =5
® O e e ® O ) () () !
7 8 9 10 11 12 7 8 9 10 11 12
Data A : Prumeér = 15.5
@ ® @ @ @ @ s =3.338
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Data B
o ® Prumér = 15.5

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 S = .9258



Aproximace rovnomérnym rozdélenim

B 1 0.2887
2xg*,4/3 o

® Koncentrace: K

N E(x), ¢’

Pro rovnomérné rozdélenti je
u=(a+b)/2
> c?=(b-a)*12

interval
koncentrace

u—cﬁ o} u+6\5




Variacni koeficient

Relativni mirou variability je varia¢ni koeficient V = o / E(X)

Vlastnosti variacniho koeficientu:
1.V(A) =0,

2. V(A *X) = V(X)

JV2(X) *E*(X) + V2 (Y) * E*(Y)

3. _
VX+Y) = E(X) + E(Y)




Prehled sumarizace dat

Sumarni miry

Centralni tendence | | Kvartily

Prumér Modus

Median

R

Geometricky prumér




Prehled mér variability

Variace
Rozptyl Smérodatna odchylka || Variac¢ni
Rozpéti || | Populacni koeficient
rozptyl Populacni
Vybérovy
rozpty] V)"bérovzi
Interkvartilové

rozpéti




Popisnée statistiky polohy

Centralni tendence

¢ Prumér aritmeticky: (Xx/n)

Variace

+ Median: Centralni bod (d¢€lici bod)

ZesSikmené vpravo
Mode < Median < Mean

J

ssmérodatna odchylka

sSikmost — naklon rozdéleni

sSpiCatost — délka konct

Symetricke
Mean = Median =Modeg

ZeSikmené vlevo
Mean < Median < Mode




Rozdéleni sou¢tu nahodnych veli¢in

fz(z)

+ oo
v/;-:'-:-

1, f0<zr<l,

0, otherwize.

fxi(z — )y (y) dy

0.

0.

0.

0.

0.1]

05

351
25¢

15}

20



fe(@={ L H0sz<l
X \T)= 0, otherwis

Centralni limitni véta St =

¢ Necht’ X, X,,..X jsouz
nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych veli€in se stfedni hodnotou ¢/ a smérodatnou
odchylkou o >0

® Necht S =X, +X,+..+X, fx,(x) = Xe™**
® Pak pro kazdé x <y
. S —
lim Plx <2225 < 3= 0(y) - d(x)
kde @ je distribué¢ni funkce g% —
normalniho rozdéleni "




Transformace nahodné veliCiny

Zname X s rozdélenim f(x) a transformaci ("monotonni") Y = g(X)
Hledame rozdéleni Y, tj. h(y)

a) diskrétni nahodné veliciny

h(y)=flg'(y) |
b) spojité nahodne veliciny
hy)=flg'® 1 *d g'(y)/ dy)

kde d g'(y) / dy) je (normalizacni faktor) — Jakobian transformace



P¥iklady

a)y=a*x+b, ,  h(y)= (1 al)*f((y-b)/a)
b) y = a*x?, h(y) = (1/(2\ axy | ))*f(\(y/a))
¢)y=a*exp(x), h(y) = f[In(y/a)¥ 1/y]|

® Linedrni transformace: méni se pouze polohu a rozptyleni
® Nelinedrni transformace: jiz dochazi ke zméné tvaru rozdéleni

Transformace distribu¢ni funkci vede na rovhomérné rozdeéleni!!
y =F(x) f{y) =1[F-'(y)] * [d F''(y)] / dy = fJQ(y)].q(y) = 1



___1-27p g = 120"p*(1-p)
JN#*p*(1-p) N*p*(1-p)
Binomické rozdéleni
Binomickeé rozdéleni B(N,p))
Binomické rozdéleni ma nahodna veli¢ina X vyjadrujici pocCet
vyskytu jevu A (priznivy vysledek) v N nezavislych pokusech.
Pravdépodobnost vyskytu jevu A (priznivy vysledek) v jednom

pokusu je p ajevu A (nepriznivy vysledek) je q=1 - p.

g1

: X N-x
Pravdépodobnostni funkce  © (x=1)= (X) *pm*(1-p)

x (N . .
Distribuc¢ni funkce F(x) = Z( J *pl % (1= p)N—l

i=0\ 1 , g o
Stiedni hodnota: E(X) =N #*p X, Je pocet PrlszYCh jevu
v N nezavislych pokusech
Rozptyl: D(X)=N=*p*(1 - p) X,
Modus: p*(N+1)-1 <= Mo <= p*(N+1) p=-1"

N



] 1 Poissonovo rozdéleni
g1 = N gy =3+ "

Poissonovo rozdéleni Po(A) ma nahodna veli¢ina X, ktera je rovna
poctu jevi v daném ¢asovém nebo prostorovém intervalu,

kde X je aritmeticky prumér poctu jevu v daném ¢asovém nebo
prostorovém intervalu

Pravdépodobnostni funkce P( X = i) — ) x oA

X . B .
Distribuc¢ni funkce F(X) — Z ALk e Al
i=0

Stiedni hodnota E(X) =A ﬂ =X

Rozptyl D(X) =A



Normalni rozdéleni

Normované normalni rozdéleni U—>N(0,1)

P(-1.65<U<1.65)=10.90 f(2) = 0.05
P(-198<U<1.98)=0.95 f(3) = 0.04 . L |
P(-3<U<3)=0.9973 f(4) = 0.00013 3 2 1 o oI 2 3

& Normalni rozdéleni N((u, 62):

1 x—pn)? /202
Hustota pravdépodobnosti f(x) = m e( s
1 3 -y?

° ° v _ 7 X — _ 7
Distribu¢ni funkce F(x) = - “) D(x) = m_j@ exp(—-)dy
Stiredni hodnota: E(X) =u !
Rozptyl: D(X) = 62
Sikmost: g =0

Spicatost: g, =3




Par et e

Matematicka statistika

PopuliatTon

Fir s V@E
I
XL, X2, ...
Populace X
f(x, u, 62, g, 2,) f(x), fi, 6%.8;, &,

Symbol "A" oznacuje odhady parametrii nebo hustoty pravdépodobnosti z dat.

pdf of é\z

Bodové odhady

Parametr a odhad 4 je ndhodna proménna.
Vychyleni odhadu b=a—-E(a)

Pokud je b =0 jde o nevychyleny odhad.

Rozptyl odhadu D(a) je charakterizaci ""piesnosti
odhadu"

e
Bias of 6,




Normalni rozdéleni
: 2
X . maji rozd&leni N( L O)

Parametr u odhad x  rozptyl D(x)="—
N
_ 1 No® o
D()C) = FD(ZXO = N2 = N_
2*g*

Parametr ,2odhad s> rozptyl D(s?) = <
Ne-normalni rozdéleni
Korela¢ni koeficient

,O(x,Sz) _ gg)




D(s)~ (512\1_ D

Pokud x; nemaji normalni rozdé€leni

Smérodatna odchylka

¢ Smérodatna odchylka s je vychylenym odhadem veliciny .
¢ Plati, zZe E(s) < o. Pro nevychyleny odhad lze odvodit

(N -1)
N —1.45

~ b S
c=K,
Ve
32N?

kde k., —r(" ) /( )~
2

D)= o DO~ 5 N-1




Variacéni koeficient

¢ Vybérovy odhad V a odpovidajici rozptyl D(V) lze
vyjadrit ve tvaru

y==
S

D(V)= o

N

2N(n—1)

(2N -1)5*

oc —(14+26°
ZN( )



Odhady jsou pouze asymptotické (plati pro velké N ).
Sikmost a §pi¢atost

¢ Pro odhad Sikmosti g, se pouziva vybérova Sikmost g, s
rozptylem D(g, ), kde

WIZ\E (x; — x)°
i1

n n 6N(N -1
g1~ 3/92 D(gl) ~ ( )
N (N -2)(N + )(N + 3)
{Z (X — X)z}
1=1
¢ Pro odhad Spicatosti g, plati
- 4
NY (x; — x
EI(X‘ X) 24N(N -1)°

D(g,)

82 = T (N -3)(N -2)(N + 5N + 3)

N 2
{Z (X; — X)z}
i=1



Omezeni

x ; maji rozdéleni N( 1, ¢%)

Maximalni vybocujici méreni x, je omezeno nerovnosti

(n — 1)2 2
n

N2 <
(x, —x)° <
Omezeni na rozmezi dat

(X —x(l))2 <2*(n—1)*s’



Kvantilova metoda pro lognormalni data
_1+0.31330 - 0.3927

¢ T¥i parametrové lognormalni rozdéleni i ~ N + 02146
1 1 2
J(x) = expi— -, [Ind+o*Y)]";
ﬁ*ﬂ*(l—l—a*)’)*r 20°

Parametr Y:x—ﬂ/’[ xZ(lLl_T)/J
Transformace z=In[(1+c*Y)"°] vede na N(0,1)

Poradkova statistika X souvisi se standardizovanou normalni

poradkovou statistikou 2

exp(o *z;) —1

}zﬂ+7*gi(0)
O

x(l.):,u+r’{

Pro znaméo je mozné odhadnout | exp(ero(P)-1
parametry 4,7 jako smérnici a usek & (o) = o
regresni primky x; = u+7* g, (o)



X+3s X

X+28

Standardizace metodou Z-skore

(u, t, Z jsou transformované promeénng)

X+S

f(u)y




Linearni transformace u = (X - iW)/o se nazyva normovdni,
Veli€ina u mé stiedni hodnotu E(u) = 0 a rozptyl D(u) = 1.
Normované normdlni rozdéleni N(0, 1) je soucasti rady

statistickych tabulek.
flu)s

a3

X¥-3s X-Z2s X-s X X+S X+25 X+3s X

Normovani norméalniho rozdéleni



Normalni rozdéleni (Gaussovo)

Normalné rozdélena nahodna veliCina: vznikd sloZzenim
(souctem) vice riznych ndhodnych slozek, vlivii a veli€in, které jsou
navzajem nezavislé a kazda z nich ovliviiuje vyslednou veli¢inu jen
malym piispévkem.

Nejcastéji v ptirodnich védach (chemii, biologii, fyzice, medicing,
atd.)

2. 4

] G_ =1
£ OO
G%=15
B.2 |
6°=2
P.A2
= = X =
™ = o3

Hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni pro o> =1, 1.5, 2



Vybér {x.},i=1, ..., n, obsahuje prvky x, kter¢ jsou
vzajemn¢ nezavislé a pochdzeji z normalniho rozd€lent.

Hustota Eravdépodobnost' normaln¢ rozdélené ndhodné
veli¢iny nabyvajici hodnot x v 1ntervalu (- oo) ma4 tvar

f(x) = 1 exp |- (X i M)z
V27 ; 2 ¢’
kde u = E(x) predstavuje stredni hodnotu,
= D(x) rozptyl,
Slkmost g =0,
Splcatost g = 3.




Priklad 3.20 Pravdépodobnostni vipoclty pro normdlné rozdélend data

Urcete pro normalni rozdéleni namétenych hodnot souboru se stfedni hodnotou
u a rozptylem o:

a) relativni podil hodnot, které lezi v intervalu od p do p + o,

b) relativni podil hodnot, které leZi v intervalu (up-K o, un+K o), K=1a2,

¢) relativni podil hodnot, které lezi nad mezi p + 2o,

d) mezni hodnotu x,, kterou ptesahne praveé 1 % (5%) vSech moznych méfeni.

Reseni:

Pravdépodobnost P vyskytu hodnot souboru v intervalu (x,, X,) je rovna rozdilu
hodnot distribucni funkce pro horni mez x, a dolni mez x.,,
t]. P=F(x,) - F(x,) ale vy€islené pomoci normované veli€iny P = F(u,) - F(u,):

1) 100-nasobek P [%] ptedstavuje relativni, procentuelni zastoupeni hodnot
souboru, vyskytujicich se v daném intervalu.

2) Pro vypocet se uziva vZdy normovana veliina u = (x - p)/o, takZe
horni mez intervalu bude u, = (x, - p)/o,
a dolni mez intervalu bude u, = (x, - p)/o.



3) Hodnoty distribu¢ni funkce F(u) pro nezaporné normované u > 0 jsou
tabelovany. Pro zéporné hodnoty u < 0 je hodnota rovna dle vztahu
F(-u)=1 - F(u)

a hodnota distribu¢ni funkce pro interval od u, do u, (kdyZz u, > u,) je
F(u,, u,) = F(uy) - F(u))

fO0 + (0 fX)
a
‘f(u ) -
.2
Q Q X =




a) Vypocet podilu hodnot méreni, lezicich v intervalu (u, p + o):

FO0 i £ OO0 | F OO ‘.F(‘)_ *(0) =
| Ho): :

2.3

5] X
&-l? “ c‘, C’ t0
Vypocteme nejprve normované veli€iny, a to
dolni mez u, = (u - p)/o =0;
ahornimezu,=(u+o-p)/o=1
a pak vycislime pravdépodobost P
P =F(u,, u,) = F(u,) - F(u,) = F(1) - F(0) = 0.8413 - 0.5 = 0.3413.
P x 100 % =34.13 %

Zaver a): V daném intervalu se bude vyskytovat 34.13 % v$ech méieni.



b) Vypocet podilu méreni, lezicich v intervalu (u - K o, p + K o): podil je
symetricky kolem stfedni hodnoty

F OO £ X . FOX) F@)"’ ?(" 4)‘0'

2.3

o R S T
4y
K = 1: Vypocteme nejprve normované veli¢iny, a to
dolnimez v, =(u-0-p)lo=-1;
ahornimezu,=(u+o-p)o=1
a pak vycislime pravdépodobost P

P = F(u, w)) = F(u,) - F(u)) = F(1) - F(-1) = 0.8413 - (1 - 0.8413)
= 0.6826, tj. 68.26%.




£00 f ) f o)

a a a
0.3 0.3 0.3
.o 0.0 A.0 -

ek S @6 @.—&6‘ : 2

K = 2: Vypocteme nejprve normované veli€iny, a to
dolni mez u, = (u - 20 - p)/o =-2;
ahorni mezu,=(u+20-p)lo=2
a pak vycislime pravdépodobost P
P = F(u;, u,) = F(uy) - F(u)) = F(2) - F(-2) = 0.97725 - (1 - 0.97725)
= 0.9545, tj. 95.45%.

Zaver b): V daném intervalu se pro K = 1 bude vyskytovat pro 68.26% a pro
K =2 pak 95.45 % vSech méfeni.



¢) Vypocet relativniho podilu hodnot, které lezi nad mezi p + 2o:
0
a

0.3

0.8

3 S (vl

Pro ur€eni pravd€podobnosti P, s jakou prevysuji nam&fené hodnoty hranici
X, = pu + 20 plati P, = 1 - F(x,) a je tieba ur¢it odpovidajici u,:
horni mez u, = (u + 20 - p)/o =2
a pak vycislime pravdépodobost P,
P,=F(u>u,)=1-F(u,)= 1-FQ2)=1-0.97725 = 0.02275.
P X100 % =2.275 %

Zaveér ¢): Nad hodnotou x, bude leZet celkem 2.275 % viech méfeni.



d) Vypocet mezni hodnoty x_, kterou presahne pouze 100P % méreni:

) F OO

0.3 2.3

0.0 § 0.0
(S

(-
i‘

(%
3)<

V fadé€ méfeni se nachazi mezni hodnota x, ktera se vyznamn¢ odlisuje od
sttedni hodnoty.

Mezni hodnotu x,, pfesdhne pouze 100 x P % vSech méieni.
Mezni hodnota x,, se vyjadii z normované veliiny u, = (x,, - p)/o dle
x,=pn+oxF!(1-P),

kde symbol F'(.) oznaluje kvantilovou funkci, ktera je inverzni k funkci
distribu¢ni a je tabelovéna.



1. Vypocteme o jakou hodnotu se bude liSit 1 méfeni (nejmensi nebo nejvétsi
prvek vybéru) od stiedni hodnoty, kdyz bylo zméfeno pravé 100
hodnot:

1 méfeni ze 100 znaci 1% ¢ili P=0.01 a F(u)=1-P =0.99.
Z tabulek nalezneme hodnotu u pro 0.99, tj. F'(0.99) = 2.33, a tim bude
U, = (X, - 1)/o=2.33 atpravou x_=p+2.330.

2. Analogicky najdeme i o jakou hodnotu se bude liit 5 nejodlehlejsich
méreni od stfedni hodnoty, kdyZ bylo zméfeno pravé 100 hodnot:
> mefeni ze 100 znaci 5% Cili P=0.05 aF(u)=1-P =0.95.
Z tabulek nalezneme hodnotu u pro 0.95, tj. F'(0.95) = 1.645, a tim bude
U, = (X, - u)/o=1.645 aupravoux, =+ 1.6450 .

Zaver d): Mezni hodnotu x,, = u + 2.330 piesahne pouze 1 % ze viech méteni
zatimco X, = pu + 1.6450 pak 5% vSech méfeni.



RELATWUL PODIL NANEREMTCH WODNOT VYRERU, KTRRE LEI(

(A) V INTRRVALU <C.{;-)CA,+@'>:
Hw) .

h

( /“'a.) = -F('“:.) ~= T‘("«) Mfﬂ,,u,
Mo, = @*Ugfa A 5=F(1)=0.8'-MS
Mo = c%_&-'—‘-. O 3 F(o)=0.Soo0
Ty ;) = 0.8443 - 0.S000 = 0.3H3

x  BY Y el Lot mtn
At < C‘Al ) C‘- +@>



(L) v INTERVALU (Co,-ericw . dake” Y 3%

(3) \ wreruAw <C“(°\)C”°>"
ay = 5= L (1) 20800
sy = G T’C"' == Fl)= 4-F(1)=1~0.8413

T4y «1) = 0.8113 ~ 1 +0.8413 = 0.6846 "(f 08267

(Lt) N INTEQUALU <<u, + l@)w\uw(& 205 M)
Moy = +'Lo-c4.)/@‘ z§ (05 2) =7(2)-¥{0) <09#43 ~0.5000 = 0. 433

Aoy = =
et | A‘(r H##g,/
(é& -2 )<~ + 2@'> *d '?-.XLW-,!% ’-(95,%%



Priklad 3.4 V'ySetreni hmotnosti tablet aspirinu

Byla vySetfovana hmotnost tablety u vybéru n = 156 tablet aspirinu, o pfedepsané
hmotnosti tablety 330 mg.

(a) Zvazenim vSech tablet vy$lo X = 330.43 mg a s* =2.32.

(b) Z tohoto vybéru bylo vybréno n, = 32 tablet, pro které vyslo x, =330.6 mga s §=
2.135,
(c) P1 vybéru pouze 11 tablet ze 156 vySlo x5z =330.7 mg a s§= 2.05.

Stanovte 95%ni interval spolehlivosti stfedni hodnoty a rozptylu za piedpokladu, Ze
rozdéleni hmotnosti tablet je normalni.

Data: 1. Z&kladni vybér o rozsahu n = 156.
328.99 329.75 331.62 333.08 330.61 331.35 328.42 330.63 332.17 330.15 331.28 330.92 329.36
329.62 329.61 329.17 330.39 333.47 330.59 330.52 329.49 329.01 331.63 330.64 330.85 326.06
329.92 330.66 328.57 331.45 331.54 332.20 329.43 327.76 334.06 331.25 328.43 330.57 329.68
330.27 328.81 332.26 332.60 327.32 331.28 330.92 332.66 329.88 329.84 329.92 329.32 333.37
330.28 330.78 333.19 330.84 330.70 329.73 328.87 331.71 329.76 329.82 330.59 328.57 332.20
328.03 330.28 331.02 330.58 333.35 329.86 331.22 329.99 330.34 331.85 332.88 331.99 330.02
328.14 330.03 330.10 330.03 330.47 330.62 331.78 329.33 330.16 329.46 331.89 330.65 329.35
331.84 330.31 331.31 328.06 332.59 327.57 329.10 331.61 331.69 329.47 332.09 330.45 329.41
331.78 330.50 330.23 329.89 331.53 331.49 330.52 329.59 334.53 329.04 330.88 330.08 330.11
331.38 331.85 328.51 328.56 332.26 330.98 330.91 330.18 325.47 330.99 330.54 329.74 332.55
329.70 328.99 330.63 330.69 331.00 329.29 328.02 330.16 333.56 331.72 325.47 330.72 331.93
329.23 327.87 331.83 330.58 330.94 331.51 330.00 331.21 331.23 330.57 329.59 327.88 328.86

2. Vybér ze zékladniho vybéru, rozsah vybéru n, = 32,
328.99 329.75 331.62 333.08 333.61 331.35 328.42 330.63 332.17 330.15 331.28 330.92 329.36
329.62 329.61 329.17 330.39 333.47 330.59 330.52 329.49 329.01 331.63 330.64 330.85 326.06
329.92 330.66 328.57 331.45 331.54 332.20

3. Vybér ze zéakladniho vybéru, rozsah vybéru n, = 10
328.99 329.75 331.62 333.08 330.61 331.35 328.42 330.63 332.17 330.15



ReSeni: Pro 95%ni interval spolehlivosti stfedni hodnoty se urci:
pro cely zakladni vybér interval 330.19 < p < 330.67,
pro vyber o rozsahu n, = 32 interval 329.96 < p < 331.09,
pro vyber o rozsahu ng = 10 interval 329.65 < p < 331.70.

Pro 95%ni mterval spolehlivosti rozptylu vyjde
pro cely zdkladni vybér interval 1.879 < o* < 2.937,
pro vybér o rozsahu n, = 32 interval 1.372 < o® < 3.43,
pro vybér o rozsahu ng = 10 interval 0.970 < o* < 6.83.

Zaver: Pro malé rozsahy vybéru z normélniho rozdéleni mohou vyjit zavadgjici

vysledky. Pro vybér o velikosti n = 10 vSak jiz 95 %ni interval spolehlivosti obsahuje
pfedpokladané hodnoty p =331 ao*=1.



Rovnomeérné rozdéleni

Nejjednodussi typ rozdéleni pro oboustranné omezenou nahodnou veliinu,
ktera musi leZzet v zadaném intervalu

a-h<x<a+h.
B.5S

£ OO0

= X =
(S

-3. 0

Hustota pravdépodobnosti
rovnomérného rozdéleni R(0, 1)

Tyka se: nahodnych veli¢in, které se v daném intervalu vyskytuji se
stejnou pravdépodobnosti.

Pokud je a =0 a h = 0.5 "10™, popisuje rovnomérné rozdéleni chybu,
vzniklou zaokrouhlenim na K desetinnych mist.



Hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni m4 tvar

f(x)=—1— a-h < x < a+h

2h
Stredni hodnota je E(x) = a,

Rozptyl D(x) = h*/3,

Sikmost g, = 0,




Spicatost g, = 1.8.
Logaritmus vérohodnostni funkce ma tvar
InL = -nIn(2 h)

pro a - h < min(x,, ..., X,) < max(x,, ..., X,) < a+ h.

Vztah nabyva maxima pii minimalni velikosti h.
Je zieymé, ze min(X,, ..., X,) = Xy @a max(x, ..., X,) = Xp.

Maximéalné vérohodny odhad parametru rozptyleni h je roven

h = 05y, - Xy

a
maximalné vérohodny odhad parametru polohy a je roven

a = 05y + X

Odhad h je vychyleny. Nevychyleny odhad h, se zisk4
nasobenim odhadu h faktorem (n + 1)/(n - 1).




Pro rozptyly téchto odhadi plati vztahy

_ 2h?
D(ﬁ) mh-1m + 2)
a
D() = 2h?

(n+ 1@ + 2)

Odhady 4, h jsou nekorelované, ale nikoliv nezavislé.



Laplaceovo rozdéleni
(oboustranné exponencialni)

Vyskytuje se: nahodné€ veliiny jsou meéieny za podminek
kolisani rozptylu kolem urcité stiedni hodnoty.

B. 9
£ OO b
B.95
8.0 o
2 = X =
olri = ™

Hustota pravdépodobnosti
Laplaceova rozdéleni



Hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veliiny x leZici
v intervalu (- «, «) s Laplaceovym rozdé€lenim ma4 tvar

fix) = 05@! exp( L )
()
Stredni hodnota je E(x) =0,
Rozptyl D(x) = 2 &,
Sikmost g, = 0,
Spicatost g, = 6.

Ve srovnani s normalnim rozdé€lenim:
- je Spicatejsi a ma delsi konce.
- 1%ni kvantil:  E(x) - 2.72 /D(x) (Laplaceovo rozdé&leni),
E(x) - 2.33 y/D(x) (Gaussovo rozdé&leni).



Po zlogaritmovani vyjde logaritmus vérohodnostni funkce
InL = -nkhR®) - ¢! i x. - O]
i=1
Vybérovy medisn O= %,
O = 3 Xn: | x; - 6]
n =1

Prestoze je median X, nevychyleny odhad, nema pro malé vybéry
minimélni rozptyl

(I)Z
n

D(®) =

100(1 - o) %oni interval spolehlivosti pro ® se vypocte podle

%

2n® o AW 2nd

x%-—a/il(z n) Xifz(z n)




Priklad 3.5 Intervaly spolehlivosti Laplaceova rozdélent
Z nahodného vybéru velikosti n = 50 z Laplaceova rozdéleni L(0, 2) byl uréen odhad © =
X5=0.0119 a ® = 1.0596. Stanovte 95%ni interval spolehlivosti obou parametri.

ReSent: Pro odhad rozptylu plati, Ze s> = 2 ®* = 2.246 a po dosazeni do prvniho vztahu
vyjde 95%ni interval spolehlivosti medianu - 0.282 < O < 0.306.

. ® A @
q)—ul—uIZ_ £ B = (I)+ula/2_

Vo w0

a po dosazeni vyjde 95%ni interval spolehlivosti 0.765 < © < 1.353.

Je-i® = %,5=0, Ize urCit odhad ® ze vztahu & = L E = 1.059 .
n

Dosazenim vyjde 95%ni interval spolehlivosti 0.818 < @ < 1.428.

Zaver: Intervaly spolehlivosti parametru @ vyéislené dle riiznych rovnic se vyznamné
nelisi, protoZe je stfedni hodnota E(x) = © rovna nule.



Exponencialni rozdéleni

- Je jednostranné ohrani¢ené zdola, ma uplynuly &as, resp. obsazeny prosto
pred tim, nez nastal ndhodny jev.

- Je typicke pro Zivotnost souéasti stroju, vzdalenost, kterou urazi molekul

plynu pfi nizkém tlaku aZ do vzajemné sraZzky, doby mezi dopadem &astic d
CitaCe a doby bezporuchové ¢innosti.

Jednoparametrové exponencialni rozdéleni

Popisuje statistické chovani kladné nahodné veli¢iny
pro x > 0.



Hustota pravdépodobnosti je definovana vztahem

- @] X
f(x) ® exp( @)
Stiedni hodnota je E(x) = 0,
Rozptyl D(x) = 0
Sikmost g, =2,
Spicatost g =9,
Median je roven %, =0 In 2.



Logaritmus vérohodnostni funkce ma tvar

n

X.
mhL = -nlhe - )Y —
| i-1 ©

n

)X

1=1
n

Maximaln€ vérohodny odhad polohy ©® =

@2
_;1_.

a odpovidajici rozptyl D(®) =

100(1-0)%oni interval spolehlivosti se vypocte

2nO e 2ne

2
X1-apn(2 1) Xi/z(z n)




Priklad 3.7 Kinetika rozkladu tercidrniho dibutylperoxidu (DTBP)
Pfi 154.6 °C dochazi v plynné fazi k rozkladu DTBP reakci prvniho radu
s experimentalné uréenou rychlostni konstantou k = 3.46°10™ s”'. Stanovte
dobu, za kterou dojde k rozkladu poloviny mnozstvi DTBP.
ReSeni:
Pocet nerozloZenych molekul N, v Case t je roven
Nt = NO exp(- k t)a
kde N, je pivodni pocet molekul DTBP.
Pravdépodobnost "pieziti", tj. nerozloZeni, jedné molekuly DTBP v ¢asovém
intervalut < T < t+ dt je rovna

dN,
Pit<T<t+dt) = —? = kexp(- kt)dt
0

Hustota pravdépodobnosti Casti preziti molekul je dana rovnici,
kde ® = 1/k. Stfedni hodnota ¢asu preziti je E(x) =2.89°10° s.

Zavér: Doba, za kterou dojde k rozkladu praveé poloviny mnozstvi DTBP, pak
odpovida medianu, £,s=0 In2=2"10"s.



Dvouparametrové exponencialni rozdéleni

Popisuje: chovani ndhodné veli€iny, ktera miZe nabyvat hodnot
X > W, tJ. je zdola ohrani¢ena.

Hustota pravdépodobnosti ma tvar

flx) = @lexp- > H
(x) p_ =




Stredni hodnota je E(x) = + O,

Rozptyl D(x) = 02,

Sikmost g, =2

§piéatost g, =9,

Logaritmus vérohodnostni funkce m4 tvar

n X. —
InL = nhe - ) 1@“
i=1

Odhad p
. = X(l) = min(xl, sosp Xn)

Maximaln€ vérohodny odhad ® parametru © se vypodte

: T | £
® = ;E(xi =) = X =X
=



Odhad (. md stFedni hodnotu E(})) .

oo u 4+ —
n
@2
arozgptyl D() = e
n

arozptyl DO) = 67 (—1— s i)

Maximaln& vérohodné odhady ® a pi jsou vychylené.



Nevychylené odhady ©,a i, se vypoctou ze vztahi

-
= = (n@)i D
8, = n(i : ’1‘(1))
D®y) - n(?zl

Odhad\;/f_ [, O, jsou viak korelované s korelatnim koeficientem rovnym
(-1/4/n).



100(1 - )%ni oboustranny int. spolehlivosti parametru ® se
vypocte

-1) @ 2 (n-1) O
22 (n-1) 6, e 2(n ) 6,
xl—u/2(2n_2) Xm/2(2n_2)

Spodni mez p, je pro 100(1 - «)%ni interval spolehlivosti
parametru p vyjadiena vztahem

é, F_.(2, 2n - 2)

n

By = 3ay =

Horni mez je s pravdépodobnosti blizkou jedné neyjmensi prvek
vybéru Xy,

Pro uréeni kvantilii rozdé€leni F(2, 2n - 2) stac¢i dosadit do vztahu

S
Fo2, 2n-2) = (a- 1) [(1 -P) o1 - 1]



Logaritmicko-normalni rozdéleni

Nejrozsifen&jsi alternativou Gauss. rozdéleni pro jednostrann€ ohrani¢ena data:
fyzikdlni veli¢iny (teplota, tlak, objem, hmotnost, koncentrace) jsou bud’
kladné, nebo maji definovany pocatek (napt. absolutni nula u teploty).

Pouziva se: kde se méii nizké koncentrace, malé hmotnosti, malé délky,
v analytické chemii stopovd analyza, velikosti prachovych C¢astic
v atmosféie, distribuce velikosti praSkovych pigmenti.

1-3 .
£ OO0 d
a. 7
B.B
() = X =
= al <

Hustota pravdépodobnosti log.-normalniho rozdéleni



Transformace: ndhodnd veli¢ina x souvisi s lognormalnim
rozdélenim s nahodnou veli€inou u s normovanym normalnim
rozdélenim vztahem

- Ihx-96) - p , kde u, o, © jsou parametry.

)

Hustota pravdépodobneosti lognormalniho rozdéleni je

! ol (0 = 8) -y

e
x - 0)oy2n | 2 o
kde p, o, © jsou parametry polohy a rozptyleni.

fx) =




Dvouparametrové lognormalni rozdéleni

Nahodna veli¢ina, ktera mize nabyvat pouze kladnych hodnot, t.
lezi v intervalu 0 < X < o,

Stredni hodnota je E(x) = exp(u + 0.50?)

a rozptyl nahodné veliCiny x se vycisli
Dx) = exp2p)ow(w - 1),kde w=-exp(c),

Sikmost g, je g = Jyo-1(+2),

Spitatost g,je g, = ' + 20 + 30 - 3,



Variacni koeficientdje 6 = o -1,

Modus x, se vyjadii x,, = exp(p - ¢%),

Median med j¢ med = exp(u)

Logaritmus vérohodnostni funkce dvouparametrového lognormalniho
rozdéleni ma tvar

L = - Q%) - 2lne® - Y Inx, -
2 2 i=1
-~ 3 (Inx, - pp

2 6% i=1



Maximalné vérohodny odhad parametru polohy n je

n = li]nxi

n ;=1

Maximalné vérohodny odhad parametru rozptyleni o® je
1 n

52 = =
n =1

(In X, ~ Fl)z
ktery je vsak vychyleny.

Nevychyleny odhad 63 se vyCisli analogicky jako u normal-niho

Y , n
rozdéleni & = 6°

n-1




100(1 - «)%ni oboustranny interval spolehlivosti medianu se
vypocte

exp |l - t_,,(n-1) Ol < med < exph +t,_n-1) 5.1

Vn, ; Vn,

100(1 - &) %oni oboustranny interval spolehlivosti varia¢niho
koeficientu o se vypocte

(n - 1)é? 1L & (n ~ i3
\ x1 w20~ 1) \ xalz(n )

]

I

Odhad stiedni hodnoty piivodnich dat M = E(x) se vypocte
M = exp(p) g(0.5 %)



a odpovidajici rozptyl puvodnich dat V = D(x)

A

e
Vo= exp2p) |g(20) - 8 ( (nn _2)10)

V obou vztazich je funkce g(t) vyjadiena nekone¢nou fadou
n-1 - (n - DA t

gt) =1+ t + . .
iz2n'(n+1)(@+3) ... m+2j-1) J!

Pro vétsi rozsahy vybéru, n > 50, nebo pro dostate¢né malé rozptyly o°
je moZzn€ pouZzit aproximaci

2 (7 42 _
o) = exp®)|l - t+1)  t7(3t° + 22t + 21)
: n 6n?




Rozptyly odhadi D(M) a D(V) se vypoétou

= 2
D) = o expp) o - +2'5°

DIV) = 2d*exp(n)w’2(@ - 1) + ¢’ Qw - 1)]

Na zaklad¢ odhadu % a jeho rozptylu D(%), pro které plati

n 6 D) - o2 3 n?g*

%=ﬂ+2(n—1)’ n-1 4@ - 1)

se konstruuje pro vybery vétSich rozsahti 100(1 - «)%oni interval
spolehlivosti stredni hodnoty M dle vztahu

exp@ - u_,, vyDA) < M < exp@ + u,_, vD(®))



Tiiparametrové lognormalni rozdéleni

Néhodn4 veli¢ina miZe nabyvat hodnot vy$Sich neZ spodni mez ©, t). lezi
v intervalu © < X <w,

Néhodna veli¢ina x ma ttiparametrové lognormalni rozdéleni, pokud ma
néhodna veli¢ina In(x - ©) normalni rozd&leni N(u, o).

Pro parametry polohy tfiparametrového lognormalniho rozdgleni plati, Ze jsou

0 © vy$si neZ odpovidajici parametry dvouparametrového lognormalniho
rozdéleni.

Parametry rozptyleni, Sikmost a Spiatost jsou shodné.



Logaritmus vérohodnostni funkce ma tvar

InL = - % In(2 = o) - Z;ln(xi - 9) -

: iE[ln(x - 8) - P
20 1=

Pro dané © jsou maximalné vérohodné odhady (©) a 6%(®) uréeny
piimo pii dosazeni (X, - ®) misto hodnot x..

Pro @ - x;, roste maximum vérohodnostni funkce nade vSechny meze.
Navic je nutné¢, aby O < x).

Pi1 numerické maximalizaci In L je tieba zajistit, aby nebyl
vyhledan tento globalni extrém.



Vysledna modifikovana v&rohodnostni funkce ma tvar
InL;, = -n [p(®) + 0.5 In6(0)]

Zavisi pouze na jednom parametru 0.

In LX)

l
|
I
|
|
H
l
|
l
|
|
|
|
J

IR it T smsTmET. emme,

) X Xy

Prabé&h modifikované vérohodnostni funkce



Poissonovo rozdéleni

Nahodna veliina vyjadiuje pocet vyskyti Fidkych, madlo
pravdépodobnych jevu v urCitém Casovém nebo objemovém
intervalu,

napr. pocet vyskytti nahodného jevu A v &as. intervalu At zavisi na

a) pravdépodobnost vyskytu A je umérnd délce At, pfiCemz pravdé-
podobnost vyskytu vice neZ jednoho jevu v tomto useku je zanedbatelna;

b) pravdépodobnost vyskytu A v daném €asovém intervalu At je nezavisla
na vyskytu jevu A v predchazejicim intervalu At;

¢) pravdépodobnost vyskytu A v ¢asovém intervalu At nezavisi na poloze
pocatku ¢asového intervalu.



V praxi: polet « &astic, které dopadnou za dobu At na plochu; vyskyt poruch

v plosnych nebo objemovych elementech pfi strukturnich analyzach, pocet
kolonii bakterii na Petriho misce.

Pravdépodobnostni funkce je definovéana

X ak
pxd) = 27 a>0
xI'

kde x je diskrétni nahodna veli¢ina, nabyvajici pouze celo¢iselnych
hodnot 0, 1, 2, ...., k, a A je parametr.

Stredni hodnota E(x) = A,

Rozptyl D(x) = A..



Data: pro rizné hodnoty x, (x =0, 1, ..., k) se ur€uje vzdy pocet
prvki vybéru, n,, nabyvajici velikosti x.

Vérohodnostni funkce bude ve tvaru
X exp(-n_ A
Ly = [ p(-n, A)
x=0 nx x!
Po zlogaritmovani a derivovani podle A resultuje rovnice
dinL(\) _ Zk: LX | _ oo
dA E=0% A S
a z ni bude max. vérohodny odhad parametru polohy A

k
ZDXX EHXX

i - X _ x=0
n

0
k
> n,

x=0

kde n je celkovy rozsah vybéru. Odhad parametru polohy A zde odpovida
vazenému aritmetickému prumeéru.



K ur€eni rozptylu odhadu ) je tieba derivovat rovnici jesté jednou

d?InL(y) _ _ 1 ¢
dlz lz x=0

k
a protoZe E(E x n,) = n A, vyjde odhad rozptylu A
x=0

Rl = % .



0.5 .

£ X))
o oFE(x)
2.3 | D(x)
e
| Yo
I '
| |
0.0 . : T Q
= = = 2 X =
= - al ™ < Tp

Pravd€podobnostni funkce Poissonova rozdéleni pro A = 1

Meze A, a A, piiblizného 100(1 - «)%niho int. spolehlivosti
parametru A urcit jako kofeny kvadratické rovnice

A? -

(1)
34+ 22 A+3% = 0 vzhledemkA..
n



Asymptoticky interval spolehlivosti parametru A je

b8 ) 5

TN -
1-a/2 \ n

Pfiblizny 100(1 - «)%ni interval spolehlivosti parametru A je
Yopn(2 A ) X1-n2AD + 2)

£
2n 2n




Priklad 3.3 Int. spolehlivosti prumérného poctu cdstic kosmického zdreni
Byly zaznamenany poclty ¢astic, emitovanych kosmickym zarenim,
v intervalech 0.1 s. Z 201 intervali byl uréen pramérny pocet ¢astic A= 10.5.
Urdete 95%ni interval spolehlivosti, ve kterém se nalézé skute¢ny pocet Castic
v ¢asovych intervalech 0.1 s.

Data: pocet Castic k a odpovidajici Eetnost vyskytu poctu ¢astic n, ve vybéru
o rozsahu n = 200.

k 0 1 2 3 4 5 6 ! 8 9 10 11 12 13 14
n. O 0 0 2 1 [ 12 12 20 22 1 30 20 206 10
k 15 16 17 18 19 20 21 22 23
n, 18 6 4 3 1 0 0 1 0

Reseni: K vytisleni intervalu spolehlivosti parametru A uZijeme riiznych
vztahu:

1. Dosazenim za n = 200, xg_%(l) =3.842 a A= 10.5 dostaneme A> - 21.0192

A + 110.25 = 0. Resenim jsou dva kofeny A, = 10.06 a A, = 10.96, takze
95%ni interval spolehlivosti bude 10.06 < A < 10.96.

2. Jinym dosazenim bude 95%ni interval spolehlivosti 10.05 < A < 10.95.



3. Jelikoz z tabulek x* rozd&leni nelze nalézt hodnotu yxj,,(4200) a
Y2 075 (4600), uZijeme aproximativni formuli Wilson-Wilfertyové

Ov

kde up je 100P%ni kvantil normovaného normélniho rozd&leni.

3
2 - v(l—[iva —2—]>

Pro v = 4200, ug s = -1.96 bude ¥ ,5(4200) = 4022.26 a pii dosazeni v =
4202, uy 475 = 1.96 bude x5 5,5(4202) = 4383.57 a dosazenim do bude 95%ni

interval spolehlivosti 10.06 < A < 10.96.

Zaveér: Interval spolehlivosti parametru A vy€isleny podle riznych vztahi vySel
prakticky stejny, 10.06 < A < 10.96.
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