1ransiormace dat

Transformace dat: vede ke stabilizaci rozptylu,
zesymetricténi rozdélent,
k normalité€,

1. Stabilizace rozptylu: rozptyl o*(y) lze urcit

dgx) P
dx

o’(y) = fx) = C

kde C je konstanta. Hledand transformace g(x) je feSenim
diferencidlni rovnice

g@ = C [

&)

Instrumentalni metody, pristroje: konstantni relativni chyba
5(x), 0*(x) je dan funkci f,(x) = §%(x) x> = konst x* a dosazenim
do g(x) = Inx

2. Zesymetricténi rozdéleni vibéru je mozné provést jednoduchou
mocninnou transformact..



TAANSFORMACE. DAT

ALVT - VAVA DATA
ORI\GIVALNT DATA |y MoeNiNNA TRAVSTORMO
"4)“1; ) X Rox— Cox d" .- '3'“*

0
OPHAD POLOMY : X, LSt T,
ODHAD ZOZPTRLERM: | QRE-TRANSFORMARE.,

(1) TRANSTORMACE. PRO KONSTANTNU ROZFTYL: 075+ kowsbacss
STABILIZACE., ROZPTYLU @’(/}) = Rowlouta

@Y/Z) 2 (‘%ﬁ’z("_)):i[‘(x)z ¥

(1) TeansTORMACE. TR0 SYMETRN:
@) LESKHE TRICTEVT QOZDELEMI X _»mmcuu,"ﬁom‘lw«%

(j: vg,(x-)lizﬂa.c{r) N=0



Transformovana data

0.8 -

&
=)
|

N
=

&
5

—

TRANSFORMACE DAT - ukazka

9 <
o€
transformovany prumer a jeho
*. promitnuti do ptivodnich dat
&
0
OO
Rassssdim
4
OO0
| 000 (ovlivnén seSikmenym
000-< A rozdélenim)
7 Ana A
*0< AAAA AA A
AAAAAgAtAAA AAA A
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Piivodni mérrena data (SiFky letokruhti v mm)



Symetrizujici mocninna tranformace

y

g(x)

<

zesymetricténi rozd€leni vybéru provede

x* A >0
Inx pro A =0
—x A <O

1. Nezachovava méritko,

2. Neni k A vSude spojitd,

3. Zachovava poradi dat ve vybéru,
4. Hodi se pouze pro kladna data.



Normalizacni Box-Coxova transformace

priblizeni rozdé€leni vybéru k normalnimu
4

xt -1 -
yo= &% =5 A (=90
Inx (A = 0)

Transtormace
1. Je vzhledem k A spojita,

2. Je pouzitelnd pouze pro kladnd data,
jmak (x - x,).



TRANSFORMACE DAT - odhad optimalniho A

40. 00

20. 00

U. 00 |
L optimalni hodnota A |

-20. 00

40,00

-60. 00

hranice intervalu
spolehlivosti parametru A

hodnota A =1 neni soucasti
intervalu spolehlivosti
parametru A, coZ naznacuje, Ze
| 4 transformace bude statisticky
ucinna

krivka logaritmu
vérohodnostni funkce
pro ruzné hodnoty A

1.00
A T T

~6. U0

-2, 00

7. 00 &, U0
L ambda



Zpétna transformace

}79 Sz(y): )7 * ZLl'-aa/z(n - I) S(y)/\/E

1. Nekorektni pristup:

11/ A

Z 3‘%:)L

- ~ i=1

n

x_, predstavuje harmonicky priimer,
X, predstavuje geometricky primeér,
X, ptedstavuje aritmeticky priimer,

x, ptedstavuje kvadraticky primer.




2. Korektni pristup: z Taylorova rozvoje funkce y = g(x)
v okoli y, -

i, gy - 1 d*g(x) (dg(x)
. 2 dx? dx

)_2 Sz(y)j

3
Pro rozptyl vyjde s*(x,) = ( di(x) ) s4() .
X



(2) Pro specidlni ptipad A = 0, tzn. logaritmickou
transtormaci typu g(x) = In x, bude

X, = exp [)7+ 0.5 Sz(y) ]

a rozptyl s%(x;) = Xp sX(y).

(b) Pro pfipad A # 0:

Feia = 05(1+ A7) £ 05/T+ 24 (5 + s2y) + G2 - 2 5%y)]

1/A

a rozptyl s} (x) = x> s4y) .



Rozptyl se vycisli

) = (B8] sy

kde derivace jsou vycCisleny v bod€ x = x,

100(1 - «)%ni interval spolehlivosti se vyCisli dle

< u < X



kde

I = gl(y * G -ty (@) S—(y-)—)

/a

Iy = gl(y + G+t ,pm-1) E%J

2 =2
G = -05 ddi(zx) (dcglg‘)) s2(y)

kde t, (0 - 1) je 100(1-a/2)%ni kvantil Studentova rozdé€leni

s (n-1) stupni volnosti.



Hines - Hinesuv selekcni graf

Osa x: Xs/X1.p;
Osa y: Xp/Xgs,

i

a.02

=2
S
Selekéni graf pro vybér z lognormalniho rozdéleni

Pozadavek symetrie kvantili kolem medianu

2 V' (% \*

TR, ﬂXo.s _ 9

%05 44 _p,
kde pro potadové pravdépodobnosti jsou voleny pismenové
hodnoty, P, = 27,1 = 2, 3.




Porovnani: zakresluji se feSeni rovnice
v +x'=2pro0<x<lal=sy=<l
(a) pro A = 0 je feSenim pfimka y = X,
(b) pro A < 0 je feSenim vztah y = (2 - x*)",
(c) pro A > 0 je fesenim vztahx = (2-y )M




Graf maximalni vérohodnosti

260

- 250- M P b CL._,
240-/

230-

220-

2104+——r—r b 1




Metoda maximalni vérohodnosti:

pro A = A je rozdéleni y normélni, N(u,, 0*(y))

InL(1) - ——%lnsz(y) ¢+ A -1)Yhx
| i=1

kde sX(y) je vibérovy rozptyl transformovanych dat y.



Pro asymptoticky 100(1 - a)%ni interval spolehlivosti parametru
A plati

2 [InL(Z) - In L) < x1a(1)

kde x7_, (1) je kvantil x*-rozdéleni s jednim stupném volnosti.

V intervalu spolehlivosti leZi vSechna A, pro ktera plati
InL(A) = InL(1) - 0.5%;_,(1)
Cim je konfidenéni interval §ir§i, tim je transformace méné

vyhodna.

Pokud obsahuje interval i hodnotu A = 1, neni transformace

pfinosem.



Priklad 2.26 Atestace stopového Cu v kaolinu

Ve vzorku kaolinu byl stanoven obsah Cu (ppm) a hodnoty ve
vzestupném poradi jsou 4, 5, 7, 7, 7, 8, 8.3, 84, 9.4, 9.5, 10.0,
10.5, 12.0, 12.8, 13.0, 220 230

Stanovte miry polohy a rozptyleni uvedeného vybéru.
Reseni:

1. Vypocet na kalkulaéce

Aritmeticky primér X
Mediin X s

10.406
9.400




2. Interaktivni statistickd analyza na PC

1. Prizkumova analyza dat (EDA):

Diagnostické grafy: stupefi symetrie rozdéleni
lokalni koncentrace
vybocujici data

2. Ovéreni predpokladu vybéru dat:
Diagnostiky:  ovéfeni normality,
ovetreni nezavislosti,
ov€reni homogenity,
overeni minimalni éetnosti.

3. Transformace dat: pro symetrii a pro heteroskedasticitu vybéru
Box-Coxova transformace,
Mocninné transformace.

4. Odhady parametria polohy, rozptyleni a tvaru:
Klasické odhady:  aritmeticky primér, rozptyl
Robustni odhady: medidn, ufezané priméry,

neparametrické odhady rozptylu.
Adaptivni odhady polohy a rozptyleni.
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Kvantil
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BODOUE A KRABICOUE GRAFY: Stopovi anal(za, (Data P226)
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GRAF POLOSUM: Stopova analza,

(Data P226)
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GRAF SYMETRIE: Stopova analdza,

(Data P226)
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o1e .~  HUSTOTA PRAUDEPODOBNOSTI: Stopové analgza, (Data P226)
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Gaussova

Pdf

- = = empiricka




. KUANTILOUY BRAF: Stopov4 anal¢za, (Data P226) (
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. KRUHOUY. GRAF:. .Stopava . analiza,.. (Data. PR26) . ottt O
1.2
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GRAF HINES-HINESOQUE: Stopové analgza, (Data P226)
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o 5 KUANTILOUY BRAF: Data Test 1.20 BODOUE A KRASICOUE BRAFY: Data Test 1.20 |

" BRAF POLOSUM: Data Test 1.20 it r BRAF SYMETRIE: Data Tes: 1.20




KUANTILOUY BRAF: Data Test 1.20

0-0 BRAF: Oata JYes: 1.2

HUSTOTA
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£ ENONR!

031I1:

ata Test 1
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KRUHOUY BRAF: Data Test 1.20




Title: p226

(1)

(2)

S — — g—  gp—

(1)

(2)

CONDITIONS:
Sample size, n

Significance level, alpha: 0.050

Output file name

INPUT OF ORIGINAL DATA:

1) 4.0000E+00 ( 6)
2) 7.0000E+00 ( 7)
3) 7.0000E+00 ( 8)
4) T7.0000E+00 ( 9)
5) 5.0000E+00 ( 10)

CLASSICAL ESTIMATORS

wWwooowom

Basic Assumptions
N A R L D&

I NPUT

17
: P226A.TXT
.0000E+00 ( 11)
.3000E+00 ( 12)
.4000E+00 ( 13)
.4000E+00 ( 14)
.5000E+00 ( 15)
OUTPU

.0000E+01 ( 16) 2.2000E+01
.0500E+01 ( 17) 2.3000E+01
.2000E+01
.2800E+01
.3000E+01

el

T

OF LOCATION AND SHAPE:

Mean
Standard deviation
Kurtosis

TEST FOR NORMALITY:

1.0406E+01
5.1802E+00
4.2721E+00

Quantile, Chi“2(1l-alpha,2)

Chi®2 statistics

Conclusion: Normality rejected

Computed significance level

Variance : 2.6834E+01
Skewness : 1.3991E+00

5.9915E+00
7.9084E+00

1.9174E-02



(3)

(4)

(5)

TEST FOR INDEPENDENCE:

Quantile, t(l-alpha/2,n+l) ¢ 2.1009E+00
t statistics + 1.0381lE+00

Conclusion: Independence accepted

Computed significance level : 1.5649E-01

Assumption of sample homogenity:

Arithmetic mean : 1.0406E+01
Variance : 2.6834E+01
Standard deviation : 5.1802E+00

Internal bounds:
Lower bound: -3.1909E+00 -
Upper bound: 2.2191E+01

MINIMAL SAMPLE SIZES:

for 25% relative error of standard deviation:
for 10% relative error of standard deviation:
for 5% relative error of standard deviation:

OUTLIERS DETECTION:

point number 17 (high) : 2.3000E+01
Number of outliers . 1

Measures with excluded outliers :
Mean : 9.6188E+00 Variance

n

Standard deviation : 4.1699E+00 Skewness :

Kurtosis : 6.3399E+00

nmnn

14
83
328

1.7388E+01
1.6101E+00



Title:

(1)

(2)

C i B e B e W S

(1)

p226

CONDITIONS:
Sample size, n

Significance level, alpha:

Output file name

ADSTAT

(c) Trilobyte

UNIVARIATE DATA ANALYSIS

One Sample Analysis
[ o e e i e e SR

OF ORIGINAL DATA:

INPUT
l) 4
2) 1
3) 17
4) 7
5)

.0000E+00 ( &)
.0000E+00 ( 7)
.0000E+00 ( 8)
.0000E+00 ( 9)
- I 0)

LW

0000E+00 ( 1

INPUT

17

0.050

P226 . TXT
.0000E+00 ( 11)
.3000E+00 ( 12)
.4000E+00 ( 13)
.4000E+00 ( 14)
.5000E+00 ( 15)

o

OuUTPUT

ESTIMATORS OF DISTRIBUTION SHAPE:

Skewness . A
Kurtosis - 4,

3991E+00
2721E+00

.0000E+01 ( 16) 2.2000E+01
.0500E+01 ( 17) 2.3000E+01
.2000E+4+01 '
.2800E+01

.3000E+01



(2) CLASSICAL ESTIMATORS OF LOCATION AND SPREAD (Normality assumed):

Mean - 1.0406E+01

Standard deviation : 5.1802E+00

Variance - 2.6834E+01

95.0 % confidence interval:

Lower limit: 7.7425E+00 Upper limit: 1.3069E+01

(3) OTHER ESTIMATORS OF LOCATION:

Mode estimate § 7.5000E+00
Mid-Sum estimate : 1.3500E+01

(4) ROBUST STATISTICS OF LOCATION AND SPREAD (Normality not assumed):

Median measures:

Median : 9.4000E+00
Standard deV1at10n - 4.4596E+00
Variance - 1.9888E+01
Standard deviation : 2.0494E+00
Variance (nonpar.) 1.4316E+00
Standard deviation : 1.0003E+00
Variance (Marritz) 1.0001E+00

95.0 % confidence interval:
Lower limit: 7.2798E+00 Upper limit: 1.1520E+01



Trimming

o3 jE0r B=8,00)"

Mean ¢+ 1.0062E+01
Standard dev1ation ; 5.5644E+00
Variance : 3.0963E+01
Winsorized mean 1.0406E+01
Winsorized

Standard deviation : 5.1209E+00
Winsorized variance: 2.6223E+01

95.0 % confidence interval:

Lower limit:

7.1450E+00

Upper limit:

Trimming 10% (for P=0,10):

Mean : 9.6324E+00
Standard dev1ation . 3.8390E+00
Variance 1.4738E+01
Winsorized mean 1.0406E+01
Winsorized

Standard deviation : 5.1209E+4+00
Winsorized“variance: 2.6223E+01

95.0 % confldence interval:

Lower limit:

6.7152E+00

Upper limit:

1.2979E+01

1.2549E+01



Trimming 40% (for P=0. . 40):

Mean s 9.1059E+00

Standard deviation : 3.5294E+00

Variance , - 1.2457E+01

Winsorized mean H 9.1412E+00

Winsorized

Standard deviation : 1.4739E+00

"Winsorized variance: 2.1722E+00

95.0 % confidence interval:

Lower limit: 7.2116E+00 Upper limit: 1.1000E+01
Biweight: |

Mean s 8.8034E+00

Standard deviation : 2.5962E+00

Variance : 6.7403E+00

Weight sqrt(w) 3 3.7120E+00

95.0 % confidence interval: -

Lower limit: 7.3207E+00 Upper limit: 1.0286E+01

(5) ADAPTIVE ESTIMATORS OF LOCATION AND SPREAD:

Hoog's estimates:
Relative tail . length 2.7797E+00

Mean s 9.3353E+00
Standard deviation 3.7223E+00
Variance - 1.3855E+01

95.0 % confidence interval:
Lower limit: 7.4215E+00 Upper limit: 1.1249E+01



Uloha E219. Odhad stiedni hodnoty obsahu kadmia v brambordch

Je tieba urCit spolehlivy odhad stiedni hodnoty obsahu kadmia v bramborach v
oblastech jizni Moravy a jiznich Cech.

Data: z dlohy E219: obsah kadmia 100.x v bramborch [mg/l]
80 18 15 52 80 20 36 13 32 60 70 19 15 53
1510 10 33 32 11 11533 60 20 09 05 27 55




(1) Prehled popisnych statistik: odhady je treba vynasobit 102

[mg/1].
Odhady parametru polohy a rozptyleni (NCSS2000 a ADSTAT):
Stfedni hodnota parametru polohy Bodovy odhad Dolni m. Horni m. »

Aritmeticky primér 35N 2512 4.631 28
Geometricky primér 2.677 --- --- 28
Harmonicky primér 1.983 --- --- 28
Median 2.95 1.433 4.467 28
Moédus 1.20 --- --- 28
5%ni ufezany primeér 3.351 2.344 4 357 25
(jeho winsorizovany odhad) 3.461 --- - . 25
10%ni ufezany pramer 3.210 2.117 4.303 22
(jeho winsorizovany odhad) 3.468 --- --- 22
40%ni uiezany pramer 2.739 1.247 4.232 6
(jeho winsorizovany odhad) 2.668 --- = 6
M-odhad 3.264 2.21 4.317 28
Hoggtiv M-odhad 3571 2512 4.631 28
Stredni hodnota parametru rozptyleni
Smérodat~ & o~hTka 2.733 2.161 372 28
Rozpéti 11.0 --- --- 28
Interkvartilové rozpet: 4.0 --- --- 28
Odhady parametru tvaru: /

Sikmost g, = 1.”2 (odchylka od 0 je statisticky vjznamn4, nenormélni rozdéleni),
81

spicatost ¢, = 3.67 (odchylka od 3 je statisticky nevyznamnd, normalni rozdéleni).
P 82 vy



(2) Zakladni diagnostické grafy EDA:

(obsah kadmia v bramboréch)

Q-Sample

0.10 -
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Obr. 1 Kvantilovy graf pro obsah kadmia v bramboréch

Obr. 2 Diagram rozptyleni a rozmitnuty diagram rozptyleni

1 Y A
Y 0079 0.077
0.061 @ 0.06 -
0.051 0.051
- . .

| & =
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Obr. 3 Graf polosum

Obr. 4 Graf symetrie
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Obr. 5 Graf rozptyleni s kvantily

Obr. 6 Kruhovy graf




(3) Urceni vybérového rozdéleni EDA:

(obsah kadmia v bramboréch)

ry = 0.9879 (rankitovy Q-Q graf) ukazuje na exponen. rozdélent,

| PDE A
20

Q-Sample
161

121

01 - T 1 T T T .:.'\_' =g
-004 0.00 0.04 0.08 0.1 016

Obr. 1 Kernel odhad hustoty pravdépodobnosti Obr. 2 Rankitovy Q-Q graf



Kvantilové miry polohy, rozptyleni a tvaru pro obsah kadmia v bramborach

[mg/1]

Kvantil P Dolni Horni Rozsa Polosum Sikmost Délka
kvantil kvantil h R, aZ, So koncu
QD QH I Y

Median 0.5 2.95 2.95 -

Kvartil 0.25 1.50 5.50 4.00 3.50 -0.004 0.000

Oktil 0125 1.04 6.63 559 3.83 0.093 0.334
Sedecil  0.0625 0.97 8.00 703 4.48 10.093 0.564

Tabulovand délka oktilovjch koncli pro norm. rozdéleni Ty = 0.534, (nalezeno 0.334),
Tabulovand délka sedecilovjch koncé pro norm. rozdéleni Iy = 0.822, (nalezeno 0.564)

Bodovy odhad Spicatosti 8, =(3.67.)

bl

Bodovy odhad Sikmosti g, =

Zaveér: vybérové rozdéleni je sedikmené a neds se aproximovat normalnim.



(4) Ovéreni zakladnich predpokladu o vybéru:

(obsah kadmia v bramborach)

(a) VySetieni nezdvislosti prvkit vybéru:
von Neumannuv test nezédvislosti prvkl 7, = 0.083 < f,4,5(28+1) =
2.045, a proto je nezavislost prijata.

(b) VySetreni normality vybérového rozdéleni:

Jarque-Berruv test Sikmosti a Spicatosti C; = 8.737 > %2(0.95, 2) 5.992
dokazuje, ze predpoklad normality je zamitnut.

(¢) VySetreni homogenity vybéru:

vne intervalu Hoaglinovych mezi [B*, = -6.98; B*, = 13.99] nejsou z4dné
odlehl€ hodnoty.



(5) Transformace dat:

poF 4 |
20 E
15 :
i
i
10 i
I
i
5 i
]
. : i
0 & T 1 T T L —-
0.00 0.20 0.40 060 x

>
|
\

logL 4
5

48

46-

44+

I 1 1 1
-8 -6 -4 -2 0 > 4 2

—

A

Obr. 1 Kernel odhad hustoty pravdépodobnosti pro obsflbr. 2 Graf log. max. vérohodnosti po exp. transformaci

kadmia v bramborach
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Obr. 3 Rankitovy Q-Q graf po Box-Cox transformaci

Obr. 4 Rankitovy Q-Q graf po exp. transformaci




Schema mocninné a Box-Coxovy transformace

x ¥ (mocninna)

0.5 09117 -0.6621
0.9 0.9861 -1.0462
1.0 1.0000 0.0000
1.0 1.0000 0.0000
1.1 1.0128 0.0959
1.3 1.0356 0.2670
1.5 1.0556 0.4166
1.5 1.0556 0.4166
1.5 1.0556 0.4166
1.8 1.0815 0.6114
1.9 1.0893

2.0 1.0968

2.0 1.0968

2.7 1.1416

3.2 1.1678

3.2 1.1678

3.3 1.1726

3.3 1.1726

3.6 1.1862

52 1.2459

3.5 1.2552

5.5 1.2552

6.0 1.2699

6.0 1.2699

7.0 1.2962

8.0 1.3195

8.0 1.3195

11.5

Primér J
Smérodatni odchylka
— ,(
x, = 2.788
I s = 2.2147

y = 1.0987
s = 0.9107

Retransform. primér (mocnina)

Retransform. primér (Box-Cox)




Schema mocninne a Box-Coxovy transformace

l X ' y (mocninna) (Box-Cox))
0.5 I 09117 | ~0.6621
0.9 | 0.9861 -1.0462
1.0 | 1.0000 0.0000
1.0 |  1.0000 0.0000
1.1 | 1.0128 0.0959
1.3 1.0356 0.2670
1.5 1.0556 | 0.4166
1.5 1.0556 | 0.4166
1.5 | 1.0556 0.4166
1.8 | 1.0815 0.6114
1.9 1 1.0893 0.6701
2.0 | 1.0068 0.7262
2.0 | 1.0968 0.7262
34 1.1416 1.0620
3.2 I 1.1678 1.2582
. |  1.1678 1.2582
3.3 |  1.1726 1.2942
33 l 1.1726 1.2942
3.6 |  1.1862 1.3968
5.2 | 1.2459 1.8439
5.5 1.2552 1.9140
5.5 1.2552 1.9140
6.0 1.2699 2.0239
6.0 1.2699 2.0239
7.0 1.2962 22317
8.0 1.3195 2.3963
8.0 1.3195 2.3963

11.5 1.3849 2.8869




Prumér

Smérodatna odchylka

Retransform. prumér (mocnina)

Retransform. pramér (Box-Cox)




(6) Zaveér:

(urCeni obsahu kadmia v bramboréch, odhady nutno vynésobit rozmérem 102 [mg/kg])

Klasickeé Odhady: (aritmeticky primér a smérodatné odchylka)
x =357,s=273alL,=251al, = 463

Re-transformované odhady:
1. Symetrizujici mocninnd transformace:

A =013 davd X, =279,s, =221al,=204aL, =377

2. Normalizujici Box-Coxova transformace:
A = 0.13 dava X, = %;_7_% sp=221al,=204aL, =377

3. Exponencidlni transformace
A = 1.07 dava Xp = 2.07, 5, = ***al,=203aL, =353

(*.** znali nevycisleno)



Adaptivni Odhady (l‘ObuStni): selhévaji u asym. rozdéleni
M-odhad 4, =326,6, =260aLl, =221 aL, =432
M-odhad (Hoog},, =327, 6, =273aL, =251aL, = 4.63
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Obr. 1 Kernel odhad hustoty pravdépodobnosti Obr. 2 Rankitovy Q-Q graf
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