Klasifikace chyb méreni
A. Klasifikace podle mista:

1. Instrumentalni chyby: konstrukce pfistroje

2. Metodické chyby: organizace méfeni, odecitani dat
3. Teoretické chyby: princip méfeni, fyzikalni model

4. Chyby zpracovani dat: numerické metody, statistické

vyhodnoceni

B. Klasifikace podle priciny:

1. Nahodné chyby: nelze odstranit
2. Systematické chyby: funkci Casu, starnuti pfistroje

3. Hrubé chyby: selhani pristroje nebo Cloveka



C. Klasifikace podle charakteru:

1. Absolutni chyba: A, =x - u

2. Relativni chyba: §, = A/x

3. Redukovana relativni chyba:

- i = ﬁ
R

R,i 5
, Xmax Xmin

D. Systematické chyby pFistroje

1. Aditivni chyby: X, = u + ¢; (chyba nastaventi)
2. Multiplikativni chyby pristroje:
x, = . e (chyba citlivosti)

€E-

3. Kombinovaneé chyby: x. = (u +€) +u . ¢’



Modely méreni

1. Aditivni model méreni: X, = u + ¢

2. Multiplikativni model méreni: x. = u exp (€)
e R R T TR T

3. Modely se systematickou chybou: x, = pu + ¢ + a
s A T P et T AR i PR



Nominalni charakteristika

Pas neurditosti a zdkladni modely chyb méficich pfistroju:

a) aditivni model x; = u + €, kde ¢; jsou ndhodné veliCiny
s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o7,

b) multiplikativni model x; = u . €9,

c) kombinovany model x; = u + €+ p . €5,




Pds neurditosti je znazornénim zavislosti y = {(X).

Nomindlni charakteristika Y, je sttedni linie a uvadi ji vyrobce.
Voom (T€SP- Xpom) S€ liST od redln€ y, ., (resp. X,e,)
o chybu méficiho pfistroje, A = V,eal = Yaom-

Absolutni chyba méficiho pfistroje A je definovana v konkrétnich
jednotkiach méfené veliCiny. '

Relativni chyba je definovana v procentech vztahem

/
5 - 100 & (resp. . & = 100 2 ) %]
y

X

Redukovand relativni chyba je definovana v procentech vztahem

AN L\ S 100_% (%]

Xmax Xmin

kde R oznacuje rozsah méfeni.



Ukazky Sumu a autokorelace
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Aditivni model

MLE odhadem u je aritmeticky prumér

Aditivni model méteni X= U+ &
L je skuteCna hodnota métené veliCiny
& Je€ nahodna chyba

|
w2

= rozptyl chyb méfeni je konstantni D(¢g) = o”
= chyby jsou vzajemné€ nezavisle E(g*¢ )=
= chyby maji normalni rozd€leni ¢~ N(0,0°



Aditivni model a porusSeni predpokladu

= Vlivem vzorkovani na jedné soustavé vznika

autokorelace I.fadu ¢, = p™¢_, +U,

= Zde U; je nahodna veliCina s konstantnim rozptylem
Plati, ze u, = 0.

= AutokorelaCni koeficient p je korelaCni koeficient
mez1 dvojicemi X; a Xj,.1,

2

D(u)=D(x)= 1

V pripadé vyrazné autokorelace dojde ke zvySeni rozptylu.



Odhad autokorelace

= Autokorelacni koeficient p se obyCejné odhaduje
pomoci vztahu

N;‘l(x,.—x )* (X, —X )
[s’(N —1)]

= OrientaCné plati, ze pokud lezi O v intervalu

—2/JN <p<2/4N

lze povazovat p za nevyznamny.

D=



Multiplikativni model

= Multiplikativni model méreni je zalozen na
predpokladech konstantni relativni chyby a nezapornosti
meéteni (jde o fyzikalni veliCiny souvisejici s hmotou).
X = p*exp(¢)
s Zde & ma stejné vlastnosti jako u modelu aditivniho

= Po korektni logaritmicke transformaci prechazi tento
model na aditivni model v logaritmech

In(X) = In( u) + &

Nevyhoda je, ze pro malé¢ £ vychazi absolutni chyba méieni
prilis nizka



Posouzeni opakovanych méreni

|
X a
*Wt
% b
k#—o—o—v—+—o—t—f—0 —
" H
X | C
P-o-00esteee-o- g.l
% , d
1 0—0000—0—0—0—80—0—1 o
3
I

Posouzeni opakovanych méfeni:
a) spravna a dosti pfesna,

b) spravnd, ale mélo pfesna,

c) dosti pfesnd, ale nespravna,
d) malo pfesni a nespravna



Charakteristika piesnosti pristroju

Presnost pFistroje je rozmezi statistické nejistoty vysledku.
Vyjadfuje se jako rozptyl kolem stfedni hodnoty n-tice

namé&fenych vysledkd.

Sprdvnost pFistroje udiva primérnou vzdilenost méfeni x; od
L e
skuteéné hodnoty u a souvisi se systematickymi chybami.
Odpovida odchyleni primérné hodnoty méfeni x od teore-

tické hodnoty p.



Celkovd chyba méfeni je definovana A, X =

n
v ’ A 1 bt b4 v
Primérid hodnota chyby méfeni = Z je soucasné
n .

odhadem jeji systematické slozky

Rozdil A - A, je potom odhadem jeji ndhodné slozky.

Stiedni kvadratickd chyba méfeni je definovana

0A=\ 1;

AZ

1

Je primérnou ndhodnou chybu méfeni, pokud je A = 0.



Mezni hodnoty chyb pristroje
Mezni chyba A, pfistroje je jeho nejvyssi pfipustna chyba, kterou |

ostatni odchylky pfistroje za danych podminek nepfekrodi.

Redukovand mezni chyba 6, pristroje pro urcitou hodnotu

méfené veliiny x; a stanovené podminky je dana pomérem
mezni chyby A, a méficiho rozsahu R,
Sor = AR, £, ds

udava se v procentech méfictho rozsahu R, §+«
Sor = 100Ay/R, (%).

Mérici rozsah R je algebraicky rozdil krajnich hodnot stupnice, *‘

R = Xmax = Xmin




Trida presnosti pristroje
Je znakem piesnosti v celém méficim rozsahu pristroje.
Vyjadiuje se kladnym, bezrozmérnym Cislem, které je vZdy vetsi
nebo rovné nejvétsi absolutni hodnoté Cisla redukovanych

meznich chyb za danych podminek v celém méficim rozsahu

pristroje.
Vyjadruje se:
1. U cisté multiplikativnich chyb méieni
e e 10045
Relativni -chzba citlivosti o, =

X

je konstantni.



2. U ¢isté aditivnich chyb méreni:

Redukovand relativni odchylkq

ey AN S Sy S EY

o

A0
5, = 100 100 =2
R

Xmax B Xmin

kde R je rozmezi stupnice. U aditivni chyby klesa relativni
odchylka & hyperbolicky s hodnotou x. |

Préh citlivosti X, je hodnota, pro kterou je absolutni chyba

A, = X, tj. relativni chyba 8(x;) = 100 %. Prah citlivosti se

vyCisli = . e Og R
© 100

Spodni mez pracovniho intervalu X, zajiSt'uje, aby relativni @

chyba 8(x,) byla pravé p %, obycejn¢ 4 nebo 10 % a vyCisli se

A0 Xc
x, = 100 — = 100 —
p p



3. U kombinovanych chyb mérenti:

Celkova_chyba je soudet aditivni A, a multiplikativni &, X
slozky A = A, + 8, x a pas neurcitost tvoii soucet ploch

aditivniho a multiplikativniho pasu neurcitosti.

Celkovad redukovand relativni chyb.

5, = B + 8 =
R 0 SR

monoténné roste s ristem x. Na rozdil od pfipadu Cist€ aditivni

chyby zde riist 8 zadina tim pozdé&ji, ¢im je pomer & / §, VEtsi.

T¥ida piesnosti 8, se rovna souttu redukované relativni chyby

8, a chyby vzniklé na horni hranici méficiho rozsahu 9

O = 0Oy + O



Zarazeni pristroje do tridy presnosti

TFida presnosti p se neoznacuje znaménkem, protoze
redukovana meznimgl‘l;ba muze byt kladna ¢i zaporna. Pristroje
se tiidi dle p = 6 %, 4 %, 2.5 %, 1.5 %, 1.0 %, 0.5 %, 0.2 %,
0.1 %, 0.05 %, 0.02 %, 0.01 %, 0.005 %, 0.002 % a 0.001 %,
doplnéné o znacku typu chyby 6, (multiplikativni),

0, (aditivni)

nebo §,/6, (kombinovane¢).

Pfi zvolené tfidé presnosti p mesmi nejvetsi mezni chyba
piekrocit hodnotu R . p/100 .



Skuteénd hodnota mérené veliéiny- (pravda) u bude potom

leZet v intervalu

podle schématu:

1. Pro &isté multiplikativni chyby je tfida pfesnosti vyjidfena
chybou citlivosti 8,, napf. 8, = 1.5 % se zapiSe s,

2. Pro cisté aditivni chyby je tiida piesnosti vyjadiena reduko-
vanou relativni chybou §,, (kde R je maximum stupnice), napf.
8, = 1.5% se zapiSe 1.5.

3. U silné nerovnomérné stupnice se uvadi tiida pfesnosti for-
e N e e

nar - P - nar 1..5 i

mou zatrZzeného &isla a rozsahem stupnice R, napr.\/ znamena

8 =15 % a Ay = 6y. R

4. U kombinované chyby se tfida pfesnosti uvadi ve tvaru
zlomku 8,/8,. Zapis 1.5/1 vyjadiuje 8, = 1.5 % a §, = 1 %.




Zakladni typy rozdéleni chyb
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8.5, 1.3

F OO R(Q' 4) c £(X)

0.3 0.7

C«'
G 1o
2l ;J(__’, =i @ maﬂ____{_&s!
Znazornéni vybranych hustot pravdépodobnosti:

(a) standardizované normalni N(0,1),

(b) standardizované Laplaceovy L(0,1),

(¢) standardizované rovnomérné R(0,1),

(d) logaritmicko-normalni LN(1,1)




Druhy odhadu chyb méreni

1. Momentové

Pro A, I=1,..N — o,
(sttedni hodnota chyb E(A) = 0)je A =0
Pravdépodobnostni interval o, = o, o = \/I\Ill(xi _x)?

Chyby maji symetrickou hustotu pravdépodobnostis E(A) = 0
Hustota pravdépodobnosti f(A) a distribuéni funkce F(A) .

X = Hh, f(X) = f(A+p)
t 1 P=(%ko<A<ko) = Fko)—-F(*ko) = 1-2F (ko)

P Pro fadu rozdéleni plati, Ze
pro P=0.9 je k=1.64!!!

k.o 0 k.o



Pravdépodobnostni interval chyb
ve kterém lezi 100(1 - &) % viech chyb plati

P={(-ko=A=sko)=F(ko) - F(-ko) =1-2F(-ko) =1 - a

Pravdépodobnostni interval chyb

kde -k je a kvantil,
k je 1 - @ kvantil standardizovaného rozdéleni chyb
o je smérodatna odchylka.

Pro fadu rozdéleni plati, Ze pro P = 0.9 je |k| = 1.64
a pravdépoedobnostni interval ndhodné chyby A se vyjadsi

1640 <A< 1640



Toleranc¢ni interval chyb

Je zndm pouze odhad smérodatné dochylky s
a je-li stfedni hodnota chyb opét nulova E(A) = 0,

vyiadii se tolerancni interval néhodné chyby A
K, 8 S A5 k.5

kde za pfedpokladu normélniho rozd&leni chyb bude

n-1
k'ﬁ"' v H{I+P},-'..'-_'. J i

Xo(n - 1)

a ;.:i je a-kvantil 2 rozdéleni.

Plati pravidlo:

tolerancni intervaly jsou vidy $irSi nez intervaly pravdépodobnostni.



Druhy odhadu chyb méreni

2. Kvantilove:
Interkvantilova odchylka K, _ q = (X,_ q/2 Yq 2 )/2

V tomto intervalu lei P ... statisticka jistota <
. Mezni chyba méreni Oap = R_q
P=(1-q).100% vSech .
Stredni chyba Thos = (Rozs—Xo2s)/2

chyb. Pro normalni rozdéleni
(vhodné pro presnd méteni).

f{x) Pravdépodobna chyba: Oj,g5 = 0.68.0
Pro normalni rozdelent g, = (R gu1s—Rous55)/2
q2 l'q 42 Chyba pro neznamé rozdéleni: P=0.9
— — _
— — > Ono0683 = O
Xq/2 Xiq2  Pro Fadu rozdéleni n0o = (Xo0s— X5 05)/2

Orog = 165 O



Kvantilové odhady chyb

Interkvantilova odchylka K, = (%, , - X ,).
definuje interval, ve kterém lezi P =100 (1 - g) % chyb,
X, znadi kvantil rozd€leni chyb, ve kterém lezi 100 @ % vSech chyb.

f(x)

&% X l-g/2
Kvantilovy interval chyb

Pro zvolenou statistickou jistotu P = 1 - g je
mezni chyba méreni A, = K,
a odpovida intervalu obsahujicim 100(1 - q) % vsech chyb.

Jeji velikost obecné zéavisi na hodnoté ¢ a na konkrétnim zakonu
rozd€leni chyb.



0.5!—

f(x)

/‘ﬁA x  30x

~0.68) 168
Znazornéni chyb 0,5, 09653 @ 0pp9 Pro standardizovane
normélni rozdéleni. Cisla udavaji relativni velikosti ploch
pod hustotou pravd€épobnosti



Scitani dil¢ich kvantilovych chyb

Pro fadu rozd€leni plati o, ,, = 1.65 o0, a proto je pro sé¢itani dil¢ich

kvantilovych chyb vhodné vyuzit vztahu
2
Or09 = \/Z 04 0.9,

(a) Chyby méreni maji normalni rozdéleni: mezni kvantilovou
chybu lze o, vyjadfit

Tap = U1ip)p O

kde ug,p), je 100(1+P/2) %ni kvantil normovaného normalniho
rozdéleni.



(b) Chyby maji jiné rozdéleni: mezni kvantilovou chybu o,, Ize
vyjadfit

O\p = h o,

Velikost & souvisi se $pi¢atosti 8, dan€ho rozdéleni chyb vztahem

h =~ 1.62[3.8(g, - 1.6)3)

kde Z = log[log(1/(1 - P))]

Upozornéni: kvantilové chyby o,p Nelze obecné séitat



c¢) Pro P = (.9 se chyba pro fadu symetrickych rozdéleni

naz§va mezni kvantilovd chyba a je rovna
Opo9 = 1.65 o(X)

Souhrnna chyba souctu kvantilovych chyb o,,,, se vypocte dle

n
2
Uaoos = \ Z;, U403,
1=

Mezni chyba se pro normalni rozdéleni vypocte dle

Opp = Wipyp o(x)

kde uq,p, je 100(1+P)/2-procentni kvantil normovaného

normalniho rozdéleni.



Mezni chyba se pro n < 30 a normdlni rozdéleni vypocte dle

S —————

Oap ~ ta(n—]') i

/n

kde t,(n-1)jea = (1+ P)/2kvantil Studentova rozd€leni
s (n - 1) stupni volnosti '
a s je vybérova smérodatna odchylka.




Sireni a s¢itani odhadu chyb méreni

Scitani dil¢ich chyb Oap9 = \/(Z) O'AO_9i2 H ~ 1.62[3.8(92—1.6)2’312
|

1
Obecnéplati 6,, = Ho H = fce(P,g,) Z = log Iog(l Pj

Sireni chyb méreni

m
2 2 - . 2
Oy = (23 o; + 2 Zl Z COV(I ) J) G; ..chyba zpisobena i-tym zdrojem
i i=1j>i
2 ® /4 (] W
a) nezavisle chyby Oy = | (iZ)Ui geometricky prumeér

b) linearné zavislé (cov=0;0;) oy = (_Z)ai aritmeticky prumeér
|



Celkova chyba meéreni oy, ,

o, = 0+ 72
kdyZ variabilita méfeného materidlu je vyjadiena rozpiylem o
a rozptyl mé¥iciho pFistroje 7 pochézeji z nezavislych zdroji

Zavisi na volbé pristroje:
1. Pro velmi presny pFistroj plati oy = o a opakovinim
meieni lze zlepsit pfesnost méfeni.

2. Pro optimalni p¥Fistroj plati 7 = /3 a pak bude
oy = yo? + a?/3%= 5 /10/9 = o.

3. Pro srovnatelné chyby plati + = o, a pak bude
oy = V2 o = 144 o.

4. Pro nepresny pristroj plati o, = 7, a opakovanim mé&feni
nelze zlepsit piesnost.




Lze uzavrit:
1. K méfeni stali pfistroj, jehoZ oy, je pfiblizne oy,/3.
Opakovani pfinese zpfesnéni pouze je-li o, /y/n vEtSi neZ

systematicka sloZka chyby pfistroje.

2. V ptitomnosti systematické slozky chyby pfistroje klesa
chyba priméru opakovanych méfeni imé&mé s 1/yn
jenom v malém rozmezi hodnot n. Pfi vyssim n klesa

chyba zna¢né pomaleji.



Priklad 1.1 Absolutni a relativni chyba pH-metru
Sklenéna elektroda k mereni pH ma odpor 5. 10° ohmd pii 25 °C

a vstupni impedance milivoltmetru je 2.10" ohmd.
Jaka je absolutni A a relativni 6 chyba méfeni napéti, kdyz bylo
zmefeno napéti U = 0.624 V?

Rozbor (vztahy): A = x. - M
[7]
ReSeni: Vycislime skutedné naméfené napéti U, dle rovnice
U, = 0.624 (2~ 10" + 5 " 10%/(2 * 10") = 0.6256 V
A, = 0.6256 - 0.624 = 0.0016 V

6; = 100 x 0.0016/0.6256 = 0.26 %

Zdvér: Absolutni chyba A, je 1.6 mV a relativni chyba §; je 0.26 %.



Priklad 1.2 TFida piesnosti a prah citlivosti ampérmetru

Do jaké tfi(iy pr! esnosti p patrE 1as Jaﬂm pradem citlivosti X, pracuje
miliampérmetr rozsahu R = 60 mA, jestlize pro skutecnou hodnotu
proudu 50 mA byla naméfena primérna hodnota x = 49.6 mA?

Rozbor (vztahy): A = x, -
A A
§, = 100 : = 100 =
: Xmax B Xmin R
5, R
x = 0
: 100
Reseni: A, = 50.0 -49.6 = 04 mA azde A, = A,

. = 0.67 x 60 /100 = 0.40 mA

Zdvér: Ttida presnosti p je 1 % a prah citlivosti x, je 0.40 mA.



Priklad 1.3 Normované hodnoty chyb amzé}metru

Na ampérmetru je uveden udaj
velikosti 6, = 2 % a jeho stupnice ma rozsah od x;, = 0 do x,,,, =

60 mA.

/2

, coZ znamend aditivni chybu

Urcete absolutni mezni chybu A, maximalni relativni odchylku §,,,,
a minimalni relativni odchylku 6, pfistroje.

Rozbor (vztahy):

Relativni a absolutni chyba pristroje pro hodnotu x pfi zadané t¥idé presnosti p

Oznaceni ; 1
2 . Rozsah Relativni Absolutni
Druh chyby m‘g’of ;es— stupnice R chyba 6,(%) chyba A,
X X
P max Kmin = 0) p I;ax P 1328{
Aditivni
X - X . X ~ R
X -x . max min max min
max min P o & 100
Multiplikativni Xnax Kmin = 0) P P —“130
o _ X max P1X + P (Xpax™ X)
Smisené PP Kmax Emin = 0)| Py + P, e 1 : 120(1(m




Reseni: Podle tabulky bude
A, = 2 X (60 - 0)/100 = 1.2 mA
O¢(Xmin) = @ prox =0
80(Xpa) = 2 X (60 - 0)/60 = 2 %

Zaver:
a) Pokud se vrozsahu vyskytuje x = 0, je relativni chyba k
vyjadfeni chyby méfeni v okoli nuly nepouzitelna.
b) Maximalni relativni odchylka u pfistrojiis aditivnimi chybami je
vZdy pro X,
¢) Minimélni relativni odchylka je pro tento typ pfistroje rovna
tfidé pfesnosti, tj. zde 2 %.



Priklad 1.4 Urceni tridy presnosti voltmetru
Stanovte tfidu pr! esnosti p voltmetru, Efery’ ma rozsah od x_,, = 0 az

do x,, = 40 mV a o kterém je znamo, Ze jeho chyba je kombinaci
aditivni a multiplikativni slozky.

Z kalibracnich méfeni byla pro x = 10 mV urcena celkova
redukované relativni chyba 6,5(10) = 2 % a pro 40 mV pak
6or(40) = 5.2 %.

Rozbor (vztahy): ProtozZe plati A = A, + 6, x
bude 8, = 9, + o

X
O = 6 * Ss—R_zsR = 0y * O
a upravou obdrzime




Resent:
Jelikoz 6, = 5.2 % (zaokrouhlime na 6%), dosazenim do vztahu pro
6aR =x_-x. =40 bude

min

, 10
(40-0) _2-130
10 0.75
(40 - 0)

5, - - 0.93

a hodnotu 8, = 0.93 % zaokrouhlime na 1%.

Zaver:
Ttida pfesnosti voltmetru se vyjadfi pomérem 9,/9,, tedy 6/1.



Priklad 1.5 Kvantilové odhady chyb pristroje

Na zéklad¢ predbeznych experimentu byl zjist€n rozptyl mériciho
piistroje o* = 0.25 ¢ili smérodatna odchylka o = 0.50.

Stanovte 95%ni mezni kvantilovou chybu o, s pro ptipad, kdy méfici
pfistroj mé a) norméaln€ rozdélené chyby, b) rovhomérné rozdélené
chyby. of

Rozbor (vztahy): UZijeme

oyp = ho(x)

h = 1.62[38 (g - 1.6)*|

kde pro P = 095 bude Z = log |log

} = (0.1142873




Reseni:
a) Pro normalni rozdéleni je g, = 3 a dosazenim do vztahu pro h
vyjde
h =1.62[3.8 (3 - 1.6)2/3 PUERR = 1,936

bude o,,4s = 1.936 X 0.50 = 0.968.
Skute¢na hodnota h je pro tento pfipad 1.96 (z tabulek).

b) Pro rovnomeérné rozdéleni je g, = 1.8 a dosazenim do vztahu pro
h vyjde
h =~ 1.62 [3.8 (1.8 - 1.6)** 1*11%%7 = 1,669
bude 0,,9s = 1.669 X 0.50 = 0.835.

Zaver:
Typ rozdéleni chyb (Ci Spicatost) dosti vyrazné ovliviiuje kvantilové
odhady:
pro normalni rozdé€leni je o,,9s = 0.968 a
pro rovnomérné rozdé€leni 0,,9s = 0.835.



Piiklad 1.6 Vyslednd chyba pristroje scitinim kvantilovych chyb
M¢fici prlstro] se sklada ze tr1 napetovych bloku: VZIllkajl
rovnomérné rozdélené chyby s rozptylem oZ(A) = (.1, v bloku B

¢ 5

s arkussinovym rozdélenim a o*(B) = 0.05 a v bloku C normélng
rozdélené chyby s ¢(C) = 0.1.

Utelem Je. sganowt 95%ni mezni kvantilovou chybu pnsthe za
predpokladu ze pusobem chyb jednotlivjch blokii je aditivni
a chyby jsou vzijemné nezavislé a z tabulek plyne, Ze splcatost
rovnomérného g,(A) = 1.8, arkussinového g,B) = 1.5 a
normélniho rozdélent g,(C) = 3.

Rozbor (vztahy): Uzijeme o*(x+y) = o*(x) + o(y)

a §picatost soultu g,(x+y) = gx) p> + 6 p (1-p) + g(y) (1-p)’

oKX
o*(x+y)

kde p je relativni vaha rozptylu o*(x) definovand p =



Reseni:
1. Rozptyl a Spicatost souctu chyb bloku A + B:
Rozpiyl *(A + B) = 0%(A) + *(B) = 0.15, p = 0.1/0.15 = 0.66,
Spicatost souctu je rovna g(A + B) =18 x 0. 66> + 6 % 0.66(1 -
0.66) + 1.5 X (1 - 0.66) = 2.299.

2. Rozptyl a Spicatost v bloku A + B + C:
Rozgptyl o*(A + B + C) = oA + B) + o4C) = 025, p =
0.15/0.25 = 0.60,
$picatost souctu g,(A + B + C) = 2.299 x 0.6 + 6 x 0.6 X 0.4 +
3 x 0.4° =275

3. Uréeni mezni kvantilové chyby potfebuje nejdiive vjpocet h
h = 1.62 x (3.8 (2.75 - 1.6)*)*'"** = 1.9072
a celkova mezni kvantilova chyba je pak rovna
Oanes = 1.9072 x (0.25)"* = 0.954

4. Pri zapedbam rozdelenl chyb jednotlivjch blokli, t.zn. za
predpokladu nermahty chyb vsech blokt by vyslo
O'Aogs = 196 X (@ 25)1/2 = 098

Zdvér: Postup séitani diléich chyb je zavisly na jejich rozdélen.



Priklad 1.7 Pravdépodobnostni interval chyb Laplaceova rozdeleni
Urdete 99%ni prav’aeI poﬁanostm! 1ntervai pro pr! 1 paa z!e cﬁyBy mayji
Laplaceovo rozdéleni s rozptylem o(x) =
Rozbor (vztahy): Uzijeme
P = P(-ko(x) e <ko®x) =
- F(k o)) - F(-k o(x)) = 1 -2 F(-k o(x))
Kvantilova funkce je inverzni k distribucni funkci, je
FlQ@)] - @ FQ(L-a)] = 1-e
Po tpravach bude pravdépodobnost P = 1 - 2a. V intervalu
Qya) o(x) = & = QI - ) ox)
lezi 100(1 - 2a) procent viech chyb.



ReSeni:
V intervalu Qy(a) o(x) < & < Qy(1 - @) o(x) bude leZet 100(1 - 2a)%
vSech chyb. Pro 99%ni pravdépodobnostni interval bude o = 0.005.

Standardizovana distribu¢ni funkce Laplaceova rozd€leni s nulovou
sttedni hodnotou a jednotkovym rozptylem ma pro zaporné

hodnoty s<Otvar F(x) = % exp(y2 s)

a odpovidajici kvantilova funkce Q(«) je pro e = 0.005 rovna

Q@) = 2% - - 325

V2

a protozZe jde o symetrické rozdéleni, je 1 Qy(1 - a) = 3.256.
99%ni pravdépodobnostni interval je potom -3.256 < ¢ < 3.256.
Pro porovndni: 99%ni pravdépodobnostni interval normalniho

rozdéleni: ze statistickych tabulek Qi (a = 0.005) = -2.575 a
-2.575 =g £ 2.575.

Zdvér: Pro Laplaceovo rozdéleni je 99%ni pravdépodobnostni interval
vyrazné §irSi nez pro normalni rozdé€leni.



Piiklad 1.8 Porovndni Sire pravdépodobnostniho a tolerancniho intervalu,

Bylo proveaeno 15 mefeni standardu na pr’ istroji, jehoz nahodné
chyby maji pfiblizn& normalni rozdéleni s s(x) = 0.5. UrcCete
toleranéni interval, ve kterém budou leZzet chyby
s pravdépodobnosti P = 0.9 pii spolehlivosti 1 - & = 0.95.

Za predpokladu, Ze skuteénd smérodatna odchylka o(x) = 0.5, urcete
také pravdépodobnostni interval pro P = 0.9.

Porovnejte §ifi toleranéniho a pravdépodobnostniho intervalu.

Rozbor (vztahy):
1. Pravdépodobnostni interval ndhodné chyby se vypocte podle

oX) u, = & = - 0RX) K,

ve kterém lezi nahodné chyby & s pravdépodobnosti (1 - 2a).
(Obyéejné se voli @ = 0.025 pro pravdépodobnost P = 0.95.
Odpovidajici normovany kvantil u,,,; = -1.96. )

2. Toleranéni interval ndhodné chyby se vypocte podle
krs(x) = & = k;s(x)

Za ptredpokladu normalniho rozdéleni chyb se k; vypocte podle

n-1
kr = Uqpp J

Xa(n - 1)
kde %2 je a-kvantil x* -rozdéleni.



Reseni: Dosazenim bude ky = 1.64 J%l

2.394

Toleranéni interval ndhodné chyby ma itku -1.197 < & < 1.197.

Protoe skutetnd smérodatnd odchylka o(x) = 0.50, bude
pravdépodobnostni interval ndhodné chyby pro P = 0.9 a uys = -1.64
Sitky -0.82 < ¢ < 0.82.

Zdvér: Site toleran¢niho intervalu chyb je vyrazné vétSi nez Sife
pravdépodobnostniho intervalu chyb.



Priklad 1.11 Mezni absolutni a relativni chyba am érmetru

Na miliampérmetru je uveden u a] hodnot 0,/0,, numericky 1.5/0.5,
a maximalni rozsah R = 50 mA. Uréete mezni absolutni A, a mezni
relativni 6, chybu méfeni pro hodnoty okolo 10 mA.

Rozbor (vztahy): Miliampérmetr vykazuje smiSené chyby
‘ 80=5k+50(*X£§‘1)
X

A - A X+ §)(Xpay = X)
g 100

Reseni:
Celkova relativni chyba je

5, = 1.5+0.5(%—1) - 35 ~ 39

a mezni absolutni chyba je

A - L1510 +05 (50 - 10)
¢ 100

= 035 = 0.3mA

Zavér: Vysledek méfeni se pak zapiSe ve tvaru 10 + 0.3 mA.



Priklad 1.12 Spodni mez pracovniho intervalu ampérmetru

Miliampérmetr vykazuje prah citlivosti X, = 0.40 mA. Vypodtéte
spodni mez pracovniho intervalu, ve kterém relativni chyba
pristroje neptevysi 4 %.

X
Rozbor (vztahy):  x = 100 —<

Reseni:
Spodni mez pracovniho intervalu je x, = 100 X 0.40/4 = 10 mA.

Zaver: Pokud bude pozadovina relativni pfesnost méfeni 4 %, je
mozné na piistroji méfit v intervalu od 10 mA do 60 mA.



Priklad 1.13 Relativni a absolutni systematickd chyba pipe

Pipeta o objemu 5 ml byla kontrolovana vazenim (v ml): 4.969, 4.945, 5.058,
5.021, 4.945, 5.006, 4.972, 5.022, 5.013 a 4.986.

Urcete relativni a absolutni systematlckou chybu pipety.

ReSeni: Stfedni hodnota objemu pipety X je 4.9937 ml s rozptylem
s’(x) = 0.00134.

Odhad absolutni systematické chyby pipety (2 = x - 1) je -0.0063 ml.
Odhad relativni systematické chyby pipety (6 = 100 4/x) je -0.13 %.

JelikoZ p = 5.000 je pevna hodnota, bude rozptyl s’(a) = s*(X) = s%(x)/n roven
hodnoté 0.000134.

Za predpokladu normalniho rozlozeni chyb bude
a) 95%ni interval spolehlivosti systematické chyby

A -t,(10 -1) X s(a) < a < a+t, (10 - 1) X s(a)

kde kvantil Studentova rozdéleni t,5(9) = 2.263 a dosazenim
-0.0063 - 2.263 v0.000134 < a < -0.0063 + 2.263 v0.000134

- 00325 = a =< 0.0199




b) 95%ni toleranéni interval systematické chyby se spolehlivosti
(1-a) = 0.99 je roven

a-kyXs(@a) = a = a+Kkp X s(a)

kde pro ky plati  k, = 1.96 '2—(% - 4.069

a po dosazeni bude - 0.0534 < a < 0.0408

A

¢) Je-li rozptyl ndhodnych chyb vaZeni objemu vody roven s*(x) = 0.00134 a s(x)
= 0.0366, bude 95%ni toleranéni interval se spolehlivosti 0.99

- 01489 =< ¢ =< 0.1489

Mezni kvantilova chxba EiEeEX.
Ayy = 165s(x) = 1.65 x 0.0366 = 0.0604

Zavér: Protoze 95%ni interval spolehlivosti systematické chyby i 95%ni
toleran¢ni interval systematické chyby se spolehlivosti 0.99 pokryvaji
hodnotu nula, Ize povazovat systematickou chybu pipety a = 0.0063 ml
Za nevyznamnou.

Skutecny objem pipety leZi v intervalu 4.994 * 0.060 ml.
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Chyba vysledkii instrumentalnich méreni
(Zakon propagace chyb) ‘

Z naméfenych x,, ..., X, podle funkéni zévislosti y = G(x;, ..., |

X,) 1ze vypocitat:

(a) Odhad stiedni hodnoty y a rozptylu szg{l vypocet vychazi

z odhadd stfednich hodnot X, rozptyll s°(x;), Sikmosti §;;

a Spicatosti §, .



(b) Celkova chyba vysledku s(y) ze zndmjch chyb méfent s(x;):
Vypodet vyuzivd pouze vztahli pro rozptyl s*(y), ktery je
funkeci jednotlivich rozptyld s*(x;). Zna¢ného zjednodusSeni se

dosahne uzitim relativnich chyb

8 (X;)

X;

o(x;) =

(c) Mezni chyby méfeni s(x;) z pozadované chyby vysledku s(y):
Vypodet vyuzivd vztahid pro rozptyl s’(y) nebo varialni
koeficient 8(y) = s(y)/y za pfedpokladu stejnych relativnich

vlivi jednotlivych velicin x;.



1. Metoda Taylorova rozvoje

Mgien4 veli¢ina x ma konstantni rozptyl o°(x), ale vysledek
y = G(xX) ma nekonstantni rozptyl dle

dG (x) P

O 2(5)

o(y) =

a sttedni hodnotu y nelze uréit pfimo dosazenim x do G(x),

y # GX)
Pro rozvoj funkce y = G(xy, ..., X,) = G(x) do Taylorovy rady
v okoli stfednich hodnot x = (X, ..., X,,) plati

Gx) ~ G&) + Lo (x5 - X)) *

i'—‘l 1

+% SG(x) (X"X) +mz‘:1 m ZG(X) (X—X)(X—x)

i=1 8Xi =1 iJ



Koneény vztah pro odhad stfedni hodnoty y ve tvaru

7~ 0@+ 5 Y IS® s -

i=1 8X1

m-1 m
#G(X) .
I 5 cov(X., X.
=1 j=i+l 8Xi 8Xj (1 J)




Pokud jsou nahodné veli¢iny x,, 1=1, ..., m, parove nezavislé,
dojde k dalSimu zjednoduSeni

- ~ 1 « 6°G(x
5 = GE + 2 Y 25 86
i=] 8X1

Vysledna chyba s(y) je disledkem m rtizngch zdroji chyb,
2 nichz kazdy ma rozptyl o*(x;) a pfispiva aditivn® K celkové
chybé dle

2 _ 2 |
s¥(y) = Zs (x) * 2 °Zcov X X;)

kde cov(x;, X;) je kovariance mezi X; a x] Vztah se nazyva
pravidlo o Sifeni_(hromadéni) absolutnich chyb. Existujl krajni

e



8

1. Dil&i zdroje chyb jsou zcela nezavislé a véechny kovariance
jsou nulové. Celkova chyba bude

mszx.
\IZ; (%)

2. Dil& zdroje chyb jsou linedrn€ zavislé dle vztahu

s(y) =

cov (X;, X;) = \fsz(xi) s 4(x;)

a celkova chyba s(y) bude

s(Y) - ;S(Xi)



Pro fadu operaci v analytické chemii ma funkce G(x) tvar

m
a a, a., a;
y = GX) = X X ... X, = IIx
i=1
kde a;, jsou znamé numerické koeficienty, obyCejné¢ =+ 1.
Zjednoduseni lze docilit logaritmickou transformaci

m
In Gx) = ) a Inx
i-1

Protoze plati

dinG(x) _ 1 dG(x)
dx Gx) &

lze po dosazeni a tpravach pro variaéni koeficienty urcit

D3 a1 6(x;) 8(x;)

m-1 m
=1

y) = Y a’ &(x) +2
i=1

i=1 j

kde 1; je korelaCni koeficient, vyjadfujici tésnost linearni
zavislosti mezi méfenymi veliCinami x; a x,. Vztah se oznacuje

jako Eravidlo o Sifeni (hromadéni) relativnich chyb.



Vypoclet relativnich chyb §(x,), které zarudi, Ze relativni
chyba vysledku nepiekroci zadanou hodnotu Hv %, tj. 8(y) =<
H. Vypocet vychazi z principu stejnych relativnich vliva

H
al 80x) = [0, 80x) = . = lagl 8) =

kde a;, 1 = 1, ..., m, jsou koeticienty funkce G(x).



Metoda dvoubodové aproximace

Postup je zalozen na nahradé rozdé€leni pravdépodobnosti
funkce G(x) dvoubodovym rozdélenim se stejnou stfedni
hodnotou a rozptylem. Pro odhad stfedni hodnoty y plati

;- GG +s@) + G& - s(x)
2

a pro odhad rozptylu

i) = 10€+ @) - GE - s




Je-li G(x) funkci m nezdvisljch, ndhodnych a vzajemnc

nekorelovanych veli¢in x;, i = 1, ..., m, je mozné uzit

i ~ 3O *s) + GE - sx)

i=1 2 m

i) ~ 3 [0 ) - GE - P

i=1 4 m




- Metoda simulaci Monte Carlo

Technika simula¢nich experimentii metodou Monte Carlo:

1. Zaddni funkce G(x): funkce G(x) je znama.

2. Rozdéleni méfenych veli¢in: méiené veliCiny jsou nezavislé

&

a maji normdalni rozdé€leni pravdépodobnosti. Staci zadani X,
s(x;), i=1, ..., m, nebo pouze dv€ krajni hodnoty intervalu [A,,
B,], ve kterém lze oCekavat vyskyt x;.

Hustotu pravdépodobnosti f(x)) lze vyjadfit pomoci

parabolického rozdéleni

fx) = —O—— (x, - A) (B - x)

(B - A)*

pro A < x; < B.



3. Generace ndhodnych Cisel: generatorem pseudonahodnych
éisel s rovnomérnym rozdélenim R [0, 1] a pfi znalosti dvou
nezavislych nahodnych ¢isel R, R, ; s rovnomérnym rozdélenim
Ize pomoci Boxovy-Miillerovy transformace urCit dv€ nezavisla
ndhodnd ¢isla N;, Ni,; s normovanym normalnim rozdélenim

podle vztahu

N, = /-2 InR; sin2 7 R,

Ni.j '~ \/—2 InR; cos(2 m R;,)



Kombinace rozptylu

Vysledny rozptyl 0":‘, je tvofen kombinaci rozptyld z m
zdroju

Za + 22 E cov(i, j),

i=1 j=i+1

kde 01.2 je rozptyl, zplsobeny i -tym zdrojem cov (i, j) je
kovariance mezi i-tym a j-tym zdrojem.



a) Pro vzajemné nezévislé rozptyly vyjde

m
3 Bl b , 2
geometricky priimer Oy = E o;,

\ i

b) Pro linedrné zévislé rozptyly (cov = 0, 0;) vyjde
1 m
m -

aritmeticky primeér o g..

VL l



Kritické poznamky k v§poltu nejistot
Poznamky terminologické

EURACHEM: Klasickd statistika:

Standardni nejistota A smérodatnd odchylka méfené Sumové sloZky
Standardni nejistota B smérodatnd odchylka (odhadnutd) Sumové slozky
Kombinovand nejistota smérodatnd odchylka funkce y

Roziifend nejistota polovina intervalu spolehlivosti
Faktor pokryti kvantil normovaného normdlniho rozdéleni




Poznamky statistické

Predpoklady nejsou vibec ovéfovany:
a) aditivni model méfeni, plisobeni umovych sloZek (zdroji nejistot),

b) konstantni rozptyl méfeni (resp. zdroji nejistot),

¢) normalita nelineédrni funkce normélné rozdélenych proménngch (pro
uréeni rozsifené nejistoty resp. intervalu spolehlivosti IS),

d) nekorelovanost méfeni,

¢) mala nelinearita funkce f(x), umozZiiujici pouitf jeji linearizace,

‘Nespréavnost konstrukee rozsifené nefistoty U (intervalu spolehlivosti):

Pron — <o je 100(1 - a)%ni interval spolehlivosti parametru w roven
‘ b o x H'l-m'i ﬂ{ﬁ')

Kombinovand nejistota u? neni pouze odhadem rozptylu D(g), ale

obsahuje je3té dalsi slozky.

Rozsifend nejistota U pak vyjde systematicky vy$%i neZ polovina
intervalu spolehlivosti, hodnota 2 zde nezajiituje 95%ni pokryti.




2. Analyza nejistot podle EURACHEM

Odhad velic¢iny u (bodovy): model neni uveden, pouzivé se zfejmé

D"
i=1
kde Sumy maji nulové stfedni hodnoty E(e;) = 0 a konstantni rozptyly
D(e;) = o2. Pak rezultuje aritmeticky primér, i = x.

Odhad rozptylu D(): ptedpokldda se nezavislost (pfipadné pouze
linearni zavislost) ¢; . Jsou uzivany miry rozptyleni:

Standardni nejistota typu A, u,, tj. smérodatna odchylka

mérené Sumové€ slozky se pocitd standardné jako odmocnina
z vybérového rozptylu.

Standardni nejistota typu B, ug, tj. smérodatna odchylka
nemérené (v experimentu nesledované) Sumové sloiky se odhaduje jako
smerodatna _odchylka, odpovidajici ]e]1mu apriorné¢ vybranému

rozdéleni. Rada odhadd pro apriorni rozdéleni rovnomérné,
trojuhelnikové, lichobéznikové a normalni.

Misto D(f1) se pouzivd kombinovand standardni nejistota u,
uzl = ZluAl2+EuB :
Pro zavislé zdroje nejlstot se pricitaji jeSté kovariance.



Odhad intervalu spolehlivosti (IS) pro u: predpoklidi se
piiblizna normalita: Rozsifend nejistota, totiz poloviéni §ifka intervalu
spolehlivosti pro u, je pak U = 2 u,.

Odhad vychyleni b = E(u - 4): viibec se neuvazuje. Piedpoklada
se, Ze je vychyleni U odstranéno v ramci metody méfen.



Piiklad 1.9 Hromadéni chyb u metody izotopového zFedovdni

Metodou izotopove! ho zt eﬁova! ni Eyi stanoven arsen a zmerena mérna
aktivita a, = 3.7 "10* s a po standardnim pfidavku As hmotnosti
m, = 5 * 107 g aktivita a, = 5.3 "10°s™.

Stanovte relativni chybu obsahu arsenu ve vzorku, pokud je relativni
chyba vaZeni §(m) = 0.03. % a relativni chyba stanoveni aktivity
6(a,) = 6(a,) = 1 %.

Rozbor (vztahy):
Pfedpoklidejme, Ze m,, a,, a, jsou vzdjemné nekorelované, takze
dosadime do vztahu

= - . 1 = PG(x
7o~ GE) 5 YT %) -
“ i=1  &X.

1

m-1 m )
" ) £ i) cov(X;, X;)

i=1 jeis1 OX SX].

m-1 m

sq(y) = Y. df s’(x) +2 Y, Y d; d; cov(x;, X))
i1

i=1 j=i+1



)

Reseni: Pro mnoZzstvi arsenu ve vzorku plati m = m,
a
2

a dosazenim bude

_ 2
= o m i e T - 53y
mX ~ 1 1 al 3 -

3 o a,

= 7.112 "10° + 7.162 '10° = 7.112 "107g

/



Pro rozptyl Ize psat

s(m,) = (a_ ] 1] s%(m) + [EJ s(a) - =52 5%(a)

2 ) a,

= [31 — 1] m{ &(m) + (m; al] 8, + 8(a)] -

d, 2

= 32 107" + 1.0259 "10%? = 1.0259 1072

Relativni chyba je §(m,) = 100 s(m.)/m, = 1.424 %.



Vystup programu ADSTAT:
Analyzovany vyraz: 7 = (xI1*(x2-x3))/x3
Proménnd  Primeér Smérodatna odchylka

) 5.0000E-07 1.5000E-10
x2 5.3000E+06 3.3000E +04

x3 3.7000E+04 3.7000E+02

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIE:
Primeér: 7.1122E-05 Smérodatnd odchylka: 1.0131E-06
Rozptyl: 1.0264E-12 Relativni smérodatnd odch.: 1.42

(2) METODA BODOVEHO URCOVANI:
Primeér: 7.1124E-05 Smérodatna odchylka: 1.0131E-06
Rozptyl: 1.0265E-12 Relativni smérodatnd odch.: 1.42

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO:

Pocet simulaci : 500

Prameér: 7.1121E-05 Smérodatnd odchylka: 1.0053E-06
Rozptyl: 1.0106E-12 Relativni smérodatnd odch.: 1.41

Zavér: Metody programu ADSTAT(éﬁ"eni chyb) poskytuji shodné
vysledky.



Priklad 1.10 Chyba viskoziﬂi dvoubodovou aproximaci a Monte Carlo

Vypottéte chybu viskozity glycerolu Stokesovou metodou pro experi-
mentalni data: polomér kulicky r = (0.0112 = 0.0001) m, hustota
kulicky o, = (1.335'10°> £ 0.1) kg m”, hustota glycerolu @ =
(1.28°10° = 0.1) kg m>, drdha kulicky 1 = (31.23 £ 0.05) cm,
kterou kuli¢ka vykond za dobu t = (62.1 = 0.2) s, a tihové

_zrychleni g = 9.801 + 1.0 X 10°) m s™.

Reseni:

Viskozita m, uréovana Stokesovou metodou, se vyCisli podle vztahu

2gr2(p0—p)t
91

Vystup programu ADSTAT:
Analyzovany vyraz: Z = (2%x1*(x2*x2) *x3*(x4-x5))/(9%x6)
Proménnd  Primér Smeérodatnd odchylka
x1 9.8010E+00  1.0000E-06
x2 1.1200E-02 1.0000E-04
x3 6.2100E+01  2.0000E-01
x4 1.3350E+03  1.0000E-01
5] 1.2800E+03  1.0000E-01
x6 3.1230E+01  5.0000E-02



(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIE:
Primér : 2.9880E-02 Smérodatnd odchylka : 5.4968E-04
Rozptyl : 3.0214E-07 Relativni smérodatnd odch. : 1.84

(2) METODA BODOVEHO URCOVANTI:
Priimér : 2.9880E-02 Smérodatnd odchylka : 5.4968E-04
Rozptyl : 3.0214E-07 Relativni smérodatnd odch. : 1.84

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO:
Pocet simulaci : 500
Priimeér : 2.9899E-02 Smérodatnd odchylka : 5.3575E-04

Rozptyl : 2.8703E-07 Relativni smérodatnd odch. : 1.79

Zavér: Metody programu ADSTAT(Slrenl chyb) poskytuji shodné
vysledky. ,



Piiklad 1.14 Hromadéni chyb pfi pFipravé ro;goku

Urcete relativni chybu koncentrace Fe,O; v roztoku, ktery vznikne
smiSenim V,; = 5.0 ml roztoku o koncentra01 ¢, =10gl*'Fe,0;a V,
= 5.0 ml roztoku o koncentraci ¢, = 2.0 g I Fe,O,. Relativni chyba
koncentrace v obou roztocich je stejna, o(c,) = o(c;) = 0.2 %,
a relativni chyba pipetovani 6(V) = 0.1 %.

Reseni:
Vysledna koncentrace je ¢ = (c,V; + ¢, 2)/(V +V,) = 1.500 g I,
s(c) = 0.00226 g I'".

Relativni chyba vysledné koncentrace bude

2 2
5(c) = 8(c) A2 - 0149%

¢ + 6

Vystup programu ADSTAT:
Analyzovany vyraz: Z = ((xI1*x2)+(x3%4))/(x2+x4)
Proménnd Priumér Smérodatnd odchylka
xI  1.0000E+00 2.0000E-68 ~%
x2  5.0000E+00 5.0000E-58 =3
x3  2.0000E+00 4.0000E-08 ~3
x4  5.0000E+00 5.0000E-92~3



(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIJE:
Prumeér : 1.5000E+00 Smérodatnd odchylka : 2.2638E-02
Rozptyl : 5.1250E-04  Relativni smérodatnd odch. : 1.51

(2) METODA BODOVEHO URCOVANI:
Priimér : 1.5000E+00 Smeérodatnd odchylka : 2.2638E-02
Rozptyl : 5.1250E-04  Relativni smérodatnd odch. : 1.51

(3) METOOA SIMULACE MONTE CARLO:

Pocet simulaci : 500

Priimeér : 1.4999E+00 Smeérodatnd odchylka : 2.3467E-02
Rozptyl : 5.5069E-04  Relativni smérodatnd odch. : 1.56

Zdver: Pti vypoctu relativni chyby vysledku nelze uzivat pfimé scitani
a prumerovani relativnich chyb.



Priklad 1.15 Dodrzeni predepsané chyby koncentrace

Ukolem je pripravit V = 100 ml roztoku Zeleznaté soli o koncentraci
¢, = 5.0 gl tak, aby vysledna relativni chyba koncentrace 5(c)
nepiesdhla hodnotu 0.1 %. Urcete odpovidajici relativni a absolutni
chyby vaZeni §(m) a odmérného nadobi §(V). S jakou piesnosti je
tteba vazit, je-li uzito odmérné nadobi o A(V) = 0.07 ml?

Reseni: Koncentrace se vyd&sli podle ¢ = 1000 ¢/V. Na zaklad& stejnjch
relativnich vliva plati (V) = 8(m). Jelikoz je 6(V) = 6(m) = 0.05%, bude

Ay = YY) _ 100 x 0.05
100 100

= 0.05 ml

-1 \

A(m) = cVém) _ 50x1000" x 100 x 005 _ ,5 -9 g

100 100
Pii A(V) = 0.07 ml, tj. (V) = 0.07 %, je tieba k docileni pozadované
relativni pfesnosti koncentrace vazit s relativni presnosti

o(m) = é(c) - 6(V) = 0.1 - 0.07 = 0.03 %,
coz odpovida absolutni chybé vazeni

-1
A(m) = 5 x 1000 1>50100 X003 _ ;510 g

Zavér: Pfi zajiStovani predepsané relativni chyby koncentrace
roztoku &(c) musi byt soucet relativnich chyb vazeni
a odméfovéani roztoku maximdlné roven 6(c):

musi proto platit, Ze o(m) + o(V) =< d(c).



Priklad 1.16 Korelace ch?b obﬁ.'emﬁ pri vycisleni ch%bx labor. operaci
Mnozstvi m = 0.1 g Zn bylo rozpusteno v a prevedeno do
odmérky objemu V = 1000 ml. Objem V, = 100 ml tohoto roztoku
byl dale ziedén doplnénim do odmérky V, = 1000 ml Pro
instrumentalni analyzu bylo odpipetovano V, = 5 ml a dale nafedéno
do objemu V, = 25 ml. Urcete koncentraci roztoku a jeji relativni
chybu, je-li sm€rodatné odchylka vaZeni s(m) = 0.3 mg, odmérného
nadobi s(V) = s(V,) = 0.2 ml, s(V,) = 0.05 ml, s(V;) = 0.005 ml
as(V, = 0.025 ml.

Reseni: Koncentrace c se vyCisli podle c = m V,; V;/(V V, V,).

V; a'V,; a uvaZzujme proto nejprve idedlni pfipad, kdy jsou
korela¢ni koeficienty

Els . . e IVJVZ = rV3V4 oo 19 ) .
zatimco ostatni veliCiny jsou nekorelované a pak vyjde

o - (0 (42 (£ [£2].

5 s(V3) ) : s(Vy) Y _ 9 s(Vy) s(Vy) ” s(V3) s(V,)
\£ \Z Vi Y, vV, VY,

a po dosazeni vyjde 6(c) = 0.302 %.



2. V piipad¢, Ze bude zanedbéna korelace mezi V; a V, a mezi V,
a V,, Cili koreladni koeficienty
I.V1V2 i I'V3V4, - 09

bude 8(c) = 0.336 %.

3. Dosazenim pislu$njch derivaci do Taylorova rozvoje se vy&isli
sttedni hodnota koncentrace ¢ podle rovnice

V V ! ) 2V 2V -
e -t >+mV, V, ) . V) " V) |
vV, Y, V,V,V, V,VV, V,VV,

m V, m V,
S S(V) s(V) - ——L s(V;) s(V,)
VAR VV,V

kde prvni ¢len je roven 2°10°, druhy 2.16°10™ a tfeti 2.2°10™.



P¥i zanedbani dvou nejmensich ¢lenti bude priimérna koncentrace
c=210%gl) s(c) =6.73'10° g I'".

Vystup programu ADSTAT:
Analyzovany vyraz:
Z = (xI*2%3)/(x4™x5%x6)
Proménnd  Primér Smérodatnd odchylka
x1 1.0000E-01 3.0000E-04
x2 1.0000E-01 35.0000E-05
x3 5.0000E-03 5.0000E-06
x4 1.0000E+00  2.0000E-04
x5 1.0000E+00  2.0000E-04
x6  2.5000E-02 2.5000E-05

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIJE:
Priimeér : 2.0000E-03 Smérodatnd odchylka : 6.7320E-06
Rozptyl : 4.5320E-11 Relativni smérodatnd odch. : 0.34



a0 0 HUSTOTA PRAUDEPODOBNOSTI: P1.16
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1. 9800 1.9800 2.0000 2.0100 2.020(

Zdvér: Korelace mezi odebiranymi (V, a V;) a dopliiovanymi (V,, V,)
objemy sniZuje celkovou relativni chybu koncentrace, zptisobenou
navaZzovanim a zfedovanim roztoku.



Piiklad 1.17 Hromadéni chyb p¥i gravimetrickém stanoveni
Gravimetrické stanoveni obsahu oxidu zelezitého v zelezné rudé
obsahujici cca 50 % Fe,0; se provede na analytlckych vahach
s chybou vézeni s(m) = 0.3 mg a naviZkoy vzorku m = 0.105 g.
Uréete chybu gravlmetrlckeho stanovent, kaud nava,zka vzorku m"
a vyvaika popela m, jsou v rglaa a to m, = 05m. &t

Resem Pro hmotnostm zlomek w stanovovaneho FeZO v rude
v procentech plau W = 100 mo/m ‘ 3

Vipodet (w): J ehkoz ]sou navazka a vyvazka s1lne korelovany,
% 0
Tmom l
a dosazemm do rovmce Sifeni relatlvmch chyb

) = [Fmy - 82<m) 2 8(amy) d(m) t,




Diskuze r -
1.V pmpac?lll uplne linedrni zav1slost1 navazky a Vyvazky bude
3 T é

a  Sw) = (——@- 03V 508 D2 | gsucq
52.5) 105 52.5 105 5
2. Naopak, pokud by vyvaZzka nezav1sela na navézce, 1.
m = O
vyjde 8(w) = 0.639 %. ]
3.V pi"l’padé EéStQéné korelace =
. : | Toga = 0.9

vyjde 8(w) = 0.49 %.

Stredm hodnota w
Stredni hodnota W a jeji rozptyl sz(w) budou rovnez ovllvneny korelaer
mezl m, a m. . ; RN

1. Bude-li s(m,) = s(m) = 0.3 a merem byla n- krat opakovana pak
dosazenim do Taylorova rozvoje dos’raneme W :

$2m) | Tmgn S(Mg) S(m)
2

w =~ 10020
m m? m



2. Je-li 0<1ym<l,
- bude prispévek tfetiho ¢lenu vzdy zanedbatelny aw = 50%.

Vipodet rdetylu s*(w): dosazenim do Tylorova fro.,zvoje bude

g2 o
PR LU
m’ om
2 an 2
-2 U ) s(m) + S(”’*"lf ) |
i m

a pfi volbé 1, = 1 bude s’(w) = 0.103,

'_zatlmco pro T = 0 bude sz(w) = (). 102
.Vypocet relatlvm chyby 8(w) pro prlpad F =0je relatlvmchyba
o(w) = 064 % atatizjeipro Iy,=1 e

m()m_



Vystup programu ADSTAT:
Analyzovany vyraz: Z = 100%x1/x2
Proménnd Primér Smérodatnd odchylka
xl  5.2500E+01 3.0000E-01.
i 05 00E+02 3.0000E- 01

(1) ME TODA TAYLOROVA ROZ VOJE
Priimér : 5. 0000E +01 Smérodatnd odchylka : 3. 1 944E-01
Rozptyl I 0204E-01 Relatwm smerodatna odch 0 64

""""

Prumer 5; 0000E+01 Smerodatna odchylka : 37 944E-01
Rozptyl : 1. 0204E 01 Relatzvni smerodatna odch 0 64

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO: Pocet simulaci : 100

Primér : 4.9980E+01 Smérodatnd odchylka : 2. 9338E-01
Rozplyl 8.6074E-02 Relatzvm smerodatna odch 0.59

Zaver Kladna korelace mezi navazkou a vyvazkou snlzu]e re]:ai_;iym

'''''

,chybu metody Pro dostate¢né Vellke navazky vzhledem k _Chbe
vazeni se na odhadech stredm hodnoty W a rozptylu S (w) projevi
stupen korelace jen nevyrazne To je zpusobeno vedle vysoké
relativni pfesnosti méfeni take pnbhznostl vztahu Taylorova

rozvoje.



Piiklad 1.19 Hromadéni chyb pFi uréeni rozpustnosti stribrné soll
Soudin rozpustnosti stfibrné€ soli Ka ma Eoﬁnotu

K = (40 = 04) ° 10% Jaké je chyba vypoltené rovnovazné
koncentrace stifbrnych iontd [Ag*] ve vode?

Reseni: Rozpustnost [Ag*] se vypotte podle vztahu [Ag’] = /Ks-
1. Metoda Taylorova rozvoje: pfimym dosazenim

[Ag'] = /K - 0125 K¢ s%(Ky) = 2710 425107 = 1.9975°10*

a rozptyl rozpustnosti s2([Ag]) = 025 Ky ! s’(Kg) = 10710

Relativni chyba rozpustnosti 8([Ag*]) = 5.01 %.
2. Metoda dvoubodové aproximace vede k hodnotam
[Ag*] = 1.9975 ° 10
s*([Ag*]) = 1.003 ° 107
s([Ag*]) = 1.001 ° 105, 8([Ag*])) = 5.01%
3. Metoda simulaci Monte Carlo vede k hodnotam
[AgT] = 1.997 ° 10
s([Ag*]) = 1.016 * 107
s([Ag*]) = 1.008 - 105, 8([Ag*]) = 5.05%
g, = 0.143,
g =3



Piiklad 1.20 Porovndni tfi metod urcovdni chyb analyti ysledkil
Standardni roztok zeleznaté soli obsahujici v 1 1 ' yl
ptipraven rozpusténim Mohrovy soli v odmérné bance objemu V =
100 ml. Odmérné baitka ma absolutni chybu objemu s(V) = 0.04 ml.
Navézka Mohrovy soli je m = 0.5458 g a absolutni chyba uZitych vah
s(m) = 0.3 mg. Urdete primérnou koncentraci Mohrovy soli ve
standardnim roztoku, absolutni a relativni chybu.

Reseni: Koncentrace Mohrovy soli ¢ v g 17 se vypoéte ze ¢ = 10° m/V.

1. Dosazenim do Taylorova rozvoje bude
C=10°mV!'+10°m V3 (V) = 5458 g I
kdyz p¥ispévek druhého &lenu 8.73 ° 10° je zanedbatelny a
dosazenim
2 - 106 2 106 Il‘l2
s¥e) = sAm) ¢ =g

$3(V) + {f—ﬁ s3(V) s3(m) -

= 1377 103

absolutni chyba s(c) = 0.0037 g I'
a relativni chyba &(c) = 0.0680 %.



2. Dosazenim do metody dvoubodové aproximace dostaneme:
¢, = c(V + s(V)) = 5.4558
c,, = ¢(m + s(m)) = 5.4610
¢, = ¢(V -s(V)) = 5.4602
¢, = ¢(m - s(m)) = 5.4550
Cm[(c, +C) + (C + )] /4=5458 g1’
s%(c) = [(C14 - €1)* + (634 - 6)7) /4 = 1377 * 107
s(c) = 0.0037 g I'
8(c) = 0.0680 %

3. Simula¢ni metodou programem Siteni chyb bylo vyéisleno:
c= 54581 g1
s’(c) = 1.452 10°
s(c) = 0.0038 g I"
8(c) = 0.0662 %
g.(c) = 0.053
g,(c) = 3.08



Vystup programu ADSTAT:

Analyzovany vyraz: Z = x1/x2

Proménnd Prumér Smérodatnd odchylka
x1 5.4580E-01 3.0000E-04
x2 1.0000E-01 4.0000E-05

(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIE:
Priimér : 5.4580E+00 Smeérodatnd odchylka : 3.7103E-03
Rozptyl : 1.3766E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.07

(2) METODA BODOVEHO URCOVANI:
Priimér : 5.4580E+00 Smérodatnd odchylka : 3.7103E-03
Rozptyl : 1.3766E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.07

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO: Pocet simulaci : 100
Priimér : 5.4581E+00 Smérodatnd odchylka : 3.8106E-03
Rozptyl : 1.4520E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.07



120 _ HUSTOTA PRAUDEPODOBNOSTI: P1.20
—— Gaussova
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Zdvér: Vechny tii uzité metody davaji shodné vysledky. Rozd€leni
koncentraci a simulovaného souboru je symetrické a blizké
normalnimu.



Piiklad 1.21 Hromadéni chyb p¥i urceni mérmého tepla

Do vodniho kalorimetru s obsahem M = (250 = 0.2) g a teplotou
t, = (13.52 % 0.01)°C byl ponofen hlinikovy blok o hmotnosti
m = (62.31 £ 0.02) g a teploté t, = (99.32 = 0.04)°C.
Vysledn4 teplota po vyrovnéni teplot v kalorimetru byla
t, = (17.79 = 0.01)°C.

Urdete mérné teplo C, hliniku a jeho absolutni i relativni chybu, je-hi
uvaZovéno mérné teplo vody Cy,o = (4.185 £ 0.003) kJ kg K.

Resent:
Meérné teplo C, urované vodnim kalorimetrem se uréi podle vztahu

Cp, = Cypo M (1, - to) / (m (8, - 1))

Vystup programu ADSTAT:
Analyzovany vyraz: Z = (x1*x2*(x3-x4))/(x5*(x6-x3))
Proménnd Priimér Smérodatnd odchylka
x] 4.1850E+00 3.0000E-03
x2 2.5000E+02 2.0000E-01
x3 1.7790E+01  1.0000E-02
x4 1.3520E+01 1.0000E-02
x5 6.2310E+01  2.0000E-02
x6 9.9320E+01  4.0000E-02



(1) METODA TAYLOROVA ROZVOIJE:
Primér : 8.7940E-01  Smérodatnd odchylka : 3.1776E-03
Rozptyl : 1.0097E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.36

(2) METODA BODOVEHO URCOVANTI:
Primér : 8.7940E-01  Smérodatnd odchylka : 3.1776E-03
Rozptyl : 1.0097E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.36

(3) METODA SIMULACE MONTE CARLO: Pocet simulaci : 100
Primér : 8.7950E-01  Smérodatnd odchylka : 3.4509E-03
Rozptyl : 1.1909E-05  Relativni smérodatnd odch. : 0.39

Zdvér: S ohledem na chyby teplot a koncentraci vychazi i chyba
mérného tepla C, pomérné nizkd. Metoda Taylorova rozvoje by
zde jiz byla ndroénd na analytické urlovéni derivaci podle
jednotlivjch parametru.



