6
LINEARNI REGRESNI MODELY

Pti budovani regresnich modeli se bézné uziva metody nejmensich étverci. Metoda
nejmensich ¢tverct poskytuje postacujici odhady parametri jenom pfi sou¢asném splnéni
predpokladi o datech a o regresnim modelu. Pokud tyto predpoklady nejsou splnény, ztraci
metoda nejmensich ¢tverct své vlastnosti.

Zakladni predpoklady metody nejmensich ¢tvercia (MNC): Statistické vlastnosti odhadi
Y€, b zavisi na splnéni jistych predpokladi. Pokud plati pfedpoklady I az IV, jsou odhady
b parametri B nejlepsi, nestranné a linearni (NNLO). Navic maji asymptoticky normalni
rozdéleni. Pokud plati jesté predpoklad VII, maji odhady b normalni rozdéleni i pro konecné
vybéry.

. Regresni parametry f mohou nabyvat libovolnych hodnot. V praxi v§ak ¢asto existuji
omezeni parametri, kterd vychazeji z jejich fyzikalniho smyslu.

1. Regresni model je linedrni v parametrech a plati aditivni model mérent.

1. Matice nendhodnych, nastavovanych hodnot vysvetlujicich promeénnych X ma hodnost
rovnou pravé m. To znamend, ze zadné jeji dva sloupce x; x, nejsou kolinedrni, t.
rovnobé&zné vektory. Tomu odpovidé i formulace, Ze matice X7 X je symetricka regularni
matice, ke které existuje inverzni matice a jejiz determinant je vétsi nez nula.

IV. Ndhodné chyby & maji nulovou stredni hodnotu E(e) = 0. To musi u korelacnich
modelt platit vzdy. U regresnich modelti se mize stat, ze E(¢) =K, i=1, ..., n, coZ znamena,
7e model neobsahuje absolutni ¢len. Po jeho zavedeni bude E(si/ )=0, kde ei/ =) -Yp; -K

V. Ndhodné chyby &, maji konstantni a konecny rozptyl E( eiz) = g2 Také podminény
rozptyl D(y/x) = c* je konstantni a jde o homoskedasticky piipad.

VI. Ndhodné chyby & jsou vzdjemné nekorelované a plati cov(g &) = E(g &) = 0. Pokud
maji chyby normalni rozdéleni, jsou nezavislé. Tento pozadavek odpovida poza-davku
nezavislosti métenych velic¢in y.

VIL. Chyby & maji normalni rozdéleni N(0, ¢°). Vektor y ma pak vicerozmérné normalni
rozd&lent se stfedni hodnotou X B a kovarianéni matici o> E, kde E je jednotkova matice.




Regresni diagnostika
Metoda nejmensich ¢tverct nezajistuje obecné nalezeni pfijatelného modelu, a to jak ze
statistického, tak i z fyzikalniho hlediska. Musi byt splnény podminky, odpovidajici slozkam
tzv. regresniho tripletu [data, model, metoda odhadu].

Regresni diagnostika obsahuje postupy k identifikaci

a) vhodnosti dat pro navrzeny regresni model (slozka data),

b) vhodnosti modelu pro dané data (slozka model),

¢) splnéni zékladnich piedpokladit MNC (slozka metoda).
Zakladni rozdil mezi regresni diagnostikou a klasickymi testy spo¢iva v tom, Ze u regresni
diagnostiky neni tfeba pfesné formulovat alternativni hypotézu. Timto pojetim se regresni
diagnostika blizi spiSe k exploratorni regresni analyze, ktera vychazi z faktu, ze "uzivatel
vi o analyzovanych datech prece jenom vice nez pocitac". Pocita¢ slouzi jako nastroj analyzy
dat, modelu a metody odhadu. Model je navrhovan v interakci uzivatele s programem. Tim
by mél byt omezen vznik formalnich regresnich modelt, které nemaji fyzikalni smysl a jsou
v technické praxi obycejné jen omezené pouzitelné.

1. Data: mezi zékladni techniky diagnostiky patii stanoveni rozmezi dat, jejich variability
a ptitomnosti vybocujicich pozorovani. K tomu lze vyuzit grafii rozptyleni s kvantily a fady
postupt prizkumové analyzy jednorozmeérnych dat z kap. 2. Pfes svoji jednoduchost
umoziiuje diagnostika identifikovat jeste pred vlastni regresni analyzou

a) nevhodnost dat (malé rozmezi nebo ptitomnost vybocujicich bod),

b) nespravnost navrzeného modelu (skryté promeénné),

¢) multikolinearitu,

d) nenormalitu v pripadé, kdy jsou vysvétlujici proménné nahodné veliciny.

Kvalita dat tizce souvisi s uzitym regresnim modelem. P#i posuzovani se sleduje predevsim
vyskyt viivnych bodit (VB), které mohou byt hlavnim zdrojem fady problémd, jako je
zkresleni odhadu a rist rozptylii az k naprosté nepouzitelnosti regresnich modeltl. Vlivné
body Ize rozdélit do tii skupin:

a) Hrubé chyby, které jsou zplsobeny méfenou velic¢inou (vybocujici pozorovani) nebo
nevhodnym nastavenim vysvétlujicich proménnych (extrémy). Hrubé chyby jsou obycejné
dusledkem chyb pfi manipulaci s daty.

b) Body s vysokym viivem (tzv. golden points) jsou specialn¢ vybrané body, které byly
presné zméfeny, a které obvykle rozsituji predikéni schopnosti modelu.

¢) Zdanlivé viivné body vznikaji jako disledek nespravné navrzeného regresniho modelu.

Podle toho, kde se vlivné body vyskytuji, 1ze provést déleni na

1. Vybocujici pozorovani (outliers), které se 1is§i v hodnotach vysvétlované (zavisle)
proménné y od ostatnich, a

2. extrémy (high leverage points), které se 1is§i v hodnotach vysvétlujicich (nezavisle)
proménnych x nebo v jejich kombinaci (v piipadé multikolinearity) od ostatnich bodu.

Vyskytuji se vSak i body, které jsou jak vybocujici, tak i extrémni. O jejich vysledném
vlivu vsak predev§im rozhoduje to, Ze jsou extrémy. K identifikaci vlivnych bodui typu
vybocujiciho pozorovani se vyuziva zejména ruznych typu rezidui a k identifikaci extrémui
pak diagonalnich prvki H; projekéni matice H.



2. Model: kvalitu regresniho modelu lze posoudit v piipadé jedné vysvétlujici promeénné
x piimo z rozptylového grafu zavislosti y na x. V pfipad¢€ vice vysvétlujicich proménnych
a multikolinearity mohou vsak rozptylové grafy myiné indikovat nelinearni trend i u linear-
niho modelu. Z fady riznych grafi k posouzeni vztahu y a x; se omezime na

a) parcialni regresni grafy, a

b) parcialni rezidudlni grafy.

Parcidlni regresni grafy byly Belseyem zafazeny mezi zakladni nastroje pocitacové
interaktivni analyzy regresnich modelti. Umoziiuji nejenom posouzeni kvality navrzeného
regresniho modelu, ale indikuji i pfitomnost vlivnych bodti a nesplnéni predpokladi klasické
metody nejmensich ¢tvercl. Parcialni regresni graf pro posouzeni vztahu mezi y a i-tou
vysvétlujici proménnou x; je zavislost rezidui v regrese y na sloupcich matice X a rezidui
u regrese x; na sloupcich matice X;. Pfitom matice X;;, vznikne z matice X vynechanim i-
tého sloupce x;, odpovidajiciho i-t€ vysvétlujici proménné. Parcialni regresni grafy maji tyto
vlastnosti:

a) Smérnice ptimky v parcidlnim regresnim grafu je stejna jako odhad b, v ned€leném
modelu a usek je roven nule. Tato linearni zavislost plati pouze v pfipadé€, Ze navrZeny
model je spravny.

b) Korelaéni koeficient mezi obéma proménnymi parcialniho regresniho grafu odpovida
parcialnimu korelacnimu koeficientu R .

¢) Rezidua v parcialnim regresnim grafui jsou shodn4 s klasickymi rezidui e; pro nedéleny
model.

d) V grafu jsou indikovany vlivné body a i néktera poruSeni predpokladd metody
nejmensich ¢tverct (heteroskedasticita).

Parcialni rezidudlni grafy se oznacuji také jako grafy "komponenta + reziduum". Parcialni
rezidualni grafy vSak poskytuji ponékud odlisné informace nez parcialni regresni grafy:

a) Smémice linedrni zavislosti je rovna b; a usek je nulovy. Linearni zavislost pak ukazuje
na vhodnost navrZené proménné x; v modelu.

b) Rezidua regresni piimky jsou piimo rezidua €, pro nedéleny model.

¢) Pokud je tthel mezi x; a nékterymi sloupci matice X, maly (multikolinearita), ukazuje
parcidlni rezidudlni graf nespravné maly rozptyl kolem regresni piimky b,x;a dochézi navic
i k potlaceni efektu vlivnych bodu.

Parcialni rezidualni grafy se doporucuji pfedevsim k indikaci rozliénych typt nelinearity
v piipadé nespravné navrzeného regresniho modelu.

3. Metoda: V praxi byvaji nékteré piedpoklady MNC poruseny, coz vede k pouZiti jinych
kritérii. K poruseni predpokladii dochazi v téchto zékladnich piipadech:

a) Na parametry jsou kladena omezeni, coz vede na uziti metody podminkovych
nejmensich ctvercii (MPNC).

b) Kovarian¢ni matice chyb neni diagonalni (autokorelace), pfip. data nemaji stejny
rozptyl (heteroskedasticita), coz vede na uZiti metody zobecnénych nejmensich ctvercii
(MZNC), resp. metody vizenych nejmensich ctvercii (MVNC).

¢) Rozdé¢leni dat nelze povazovat za normalni nebo se v datech vyskytuji vlivné body.
V takovém pfipad€ se misto kritéria metody nejmensich ¢tverct uzije robustniho kritéria,
které je na poruseni piedpokladu o rozdéleni chyb a na vliviné body malo citlivé.
Z robustnich kritérii jsou nejznaméjsi M-odhady. Jedna se o maximalné vérohodné odhady
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pro vhodnou hustotu pravdépodobnosti chyb. Pro odhad parametrti b se uziva iteracni
metody vazenych nejmensich ctvercii (IVNC).

d) Také proménné x mohou byt zatizené nahodnymi chybami, coz vede na uziti metody
rozsirenych nejmensich ctvercii (MRNC). Pro piipad regresni pfimky je pouziti metody
roz§ifenych nejmensich ¢tvercd velmi jednoduché. Postacuje znalost poméru rozptylu cyz

« , s 2 PRI “ 2,2 Y .
(vysvétlovana proménnd) a 6~ (vysvétlujici proménné), K = o, 7/0,”. Pro odhad smérnice

regresni pfimky y = ax + b pak plati
a=L+ sign(Syx) VK + L?

kde L —M

- 2s,

a sign S, je znaménkova funkce. Symboly S oznacuji soucty ctvercili, odpovidajicich
proménnych
n

Sx:Z(‘xi_f)z > Sy: (y,‘_)j)z B
i=1

i=1

(xl‘ - ;)(y, - )7)

yx

S =

n
=1

Pfi znalosti odhadu smérnice 4 se snadno ur¢i odhad useku b ze vztahu

b=y-ax
Pro ptipad stejnych rozptylt, tj. K =1 vede dosazeni do vySe uvedenych vztahd k odhadim
minimalizujicim kolmé vzdalenosti (orthogondini regrese). Pro odhady rozptylt odhadi 4, b
se pak pouziva specialnich vztahd.
e) Pro $patné podminéné matice X"X se pouziva metoda raciondinich hodnosti, vedouci
k systému vychylenych odhadu, kde vychyleni je fizeno jednim parametrem.



Vystavba linearniho regresniho modelu (software ADSTAT):

1. Navrh modelu: zacina se vzdy od nejjednodussiho modelu, u kterého vystupuji
jednotlivé vysvétlujici proménné v prvnich mocninach a nevyskytuji se zadné interakéni
Cleny typu x; x,. Pouze v piipadech, u kterych je pfedem znamo, Ze model mé obsahovat
funkce vysvétlujicich proménnych, mize byt vychozi model dle téchto pozadavkl upraven.

2. Pfedbézna analyza dat: sleduje se proménlivost jednotlivych proménnych a mozné
parové vztahy. Uziva se proto rozptylovych diagrami zavislosti x;na x, nebo indexovych
grafii zavislosti x; na j. Posuzuje se vyznamnost proménnych s ohledem na jejich
proménlivost a pfitomnost multikolinearity. Pfiblizn€ linearni vztah mezi proménnymi
v rozptylovych grafech zavislosti x; na x, indikuje multikolinearitu. Lze rovnéz odhalit vlivné
body, které zpisobuji multikolinearitu.

Podle volby uzivatele se provedou pozadované transformace ptivodnich proménnych.
Zadava se, zda model obsahuje absolutni ¢len. Uzivatel mize volit polynomickou transfor-
maci zadanim stupné polynomu, TaylorGv rozvoj do 2. stupné a linearni model s inter-
akcemi. Uzivatel mtize zadat libovolnou mocninu ptivodnich proménnych véetné logaritmul.
Ostatni typy transformaci se provadé¢ji pfi pripravé dat k vypoctu v datovém editoru.
K odstranéni pripadné heteroskedasticity, vzniklé nelinearni transformaci proménné y, je
mozné zadat nestatistické vahy, jez odpovidaji kvazilinearizaci.

Provadi se sestaveni korelac¢ni matice R a jeji rozklad na vlastni Cisla a vlastni vektory.
Jsou vypocteny VIF k indikaci multikolinearity a tisknuta setfidéna vlastni ¢isla. K urceni
inverzni matice R se uziva metoda raciondlnich hodnosti pro standardné zadévané vychy-
leni P =105, Uzivatel miiZe zadat jinou hodnotu parametru vychyleni P, coz v$ak vede pro
vyssi hodnoty P k vychylenym odhadim. Byva proto vhodné volit P z tohoto intervalu

10° < P <107,

3. Odhadovani parametri: odhadovani parametri modelu se provadi metodou
racionalnich hodnosti s volbou P = 107, coZ je prakticky MNC. Ze zobecnéné inverzni
matice R jsou urovéany odhady parametri b, jejich smérodatné odchylky ‘/D(bj) a velikosti
testacnich statistik Studentova #-testu vyznamnosti pro ;= 0. Déle jsou provedeny testy
vyznamnosti odhadi b,, vicendsobného korelacniho koeficientu R a koeficientu determinace
D. Je vhodné sledovat souhrnné charakteristiky regrese jako je stfedni kvadraticka chyba
predikce MEP a Akaikovo informacni kritérium A/C, ptipadné posoudit linearitu modelu.

4. Regresni diagnostika: s vyuzitim péti rozli¢nych graft je provadéna identifikace
vlivnych bodu, a to grafy Wiliamsovym, Pregibonovym, McCulloh-Meeterovym, L-R, a
grafem predikovanych rezidui. Dale pak ovéfeni splnéni pfedpokladii metody nejmensich
¢tvercu jako je homoskedasticita, nepfitomnost autokorelace a normalita rozdé€leni chyb.
Pokud dojde k tiprave dat, je tfeba provést znovu regresni diagnostiku se zaméfenim na
poruseni predpokladi metody nejmensich Ctvercti a posouzeni vlivu multikolinearity.
V piipadé vice vysvétlujicich proménnych se posoudi vhodnost jednotlivych proménnych
ajejich funkefi s vyuzitim parcidlnich regresnich grafi nebo grafii "komponenta + reziduum".
Jsou tisknuty nasledujici tabulky:

Tabulka vysledkii obsahuje hodnoty predikce y, rozptyli predikce D(y,) a relativni
odchylky predikce od experimentalnich dat. Je uvedena i priimérna absolutni, resp. relativni
odchylka a RSC. Nésleduje statistickd analyza klasickych rezidui.




Tabulka rezidui obsahuje klasicka rezidua ¢, normovana rezidua €y, standardizovana
rezidua € a Jackknife rezidua ¢}, Je uveden odhad autokorelacniho koeficientu rezidui
prvniho fadu él .
+» D, A, DF, LD,(b), LD,(&*) a LD,(b,
o). Hvézdickou jsou oznageny hodnoty silné vlivnych bodi.

Tabulka viivnych bodii obsahuje veli¢iny H,,, H,

5. Konstrukce zpifesnéného modelu: s vyuzitim
a) metody vdzenych nejmensich c¢tvercii (MVNC) pi nekonstantnosti rozptyld,
b) metody zobecnénych nejmensich ctvercii (MZNC) pii autokorelaci,

c) metody podminkovych nejmensich ¢tvercii (MPNC) pii omezenich, kladenych na
parametry,

d) metody raciondlnich hodnosti RH u multikolinearity,

e) metody rozsirenych nejmensich ¢tvercii (MRNC) pro piipad, Ze viechny proménné jsou
zatizené nahodnymi chybami,

f) robustni metody pro jina rozdeleni dat nez normalni a data s vybocujicimi hodnotami
a extrémy jsou odhadovany parametry zpiesnéného modelu.

6. Zhodnoceni kvality modelu: s vyuzitim klasickych testl, postupi regresni diagnostiky
a doplitkovych informaci o modelované soustavé se provede posouzeni kvality navrzeného
linearniho regresniho modelu.

7. Kalibra¢ni modely: u kalibratnich modeli se pro dany signal y* vypodte hodnota x
spolu se svym konfiden¢nim intervalem. Pfed vlastnim uzitim kalibra¢niho modelu je
vhodné uréit limitu detekce a limitu stanoveni, které urcuji pouzitelnou dolni hranici
kalibra¢niho modelu nebo odpovidajici metody. Postup je nésledujici: provede se

7.1 Navrh modelu,
7.2 Statisticka analyza rezidui,
7.3 Vypocet derivaci a integrald,
7.4 Urceni kalibra¢nich mezi,
7.5 Sestaveni kalibracni tabulky.
8. Testovani ruznych hypotéz: ve zvlastnich pfipadech, jako je porovnani nékolika
piimek, atd., se provadi testovani pomoci dalSich testl k ovéfovani rozli¢nych typt hypotéz.
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